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Abstrak 
Magnetohidrodinamik (MHD) adalah studi mengenai 
dinamika fluida konduksi listrik akibat medan magnet. Pada  Tugas 
Akhir ini telah diamati permasalahan tentang aliran fluida kental yang 
mengaliri bola teriris bermagnet dengan alirannya dipengaruhi 
konveksi campuran dengan berfokus pada kondisi tak tunak. Aliran 
fluida kental yang melewati bola teriris akan membentuk lapisan 
batas. Berdasarkan fenomena pada lapisan batas tersebut dibentuk 
Persamaan Pembangun dari model matematika, Persamaan 
Pembangun berdimensi ditransformasikan ke dalam bentuk non-
dimensional selanjutnya ditransformasikan ke dalam bentuk 
Persamaan Similaritas. Kemudian, Persamaan Similiritas tersebut 
diselesaikan secara numerik dengan metode Keller-Box. Setelah itu, 
dikaji tentang perbandingan parameter yang digunakan yaitu 
parameter magnetik, parameter konveksi, dan besar sudut irisan bola 
terhadap kurva kecepatan dan temperatur dengan cara 
mengembangkan model matematika dari permasalahan di atas dan 
menyelesaikan  secara numerik menggunakan metode Keller-Box. 
Hasil dari penelitian ini, dengan model matematika yang 
didapatkan melalui persamaan-persamaan sebelumnya diketahui 
bahwa semakin besar parameter magnetik, parameter konveksi dan 
sudut irisan, maka semakin meningkat pula  kecepatan aliran fluida 
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atau variasi parameter tersebut berbanding lurus dengan kecepatan 
fluida. Selain itu, semakin besar parameter magnetik, parameter 
konveksi dan sudut irisan maka semakin berkurang pula  temperatur 
fluida atau parameter tersebut berbanding terbalik dengan temperatur 
fluida. Namun pada simulasi temperatur Bilangan Prandtl berlaku 
sebaliknya, Bilangan Prandtl berbanding lurus dengan temperatur 
fluida dan berbanding terbalik terhadap kecepatan fluida. Selain itu 
hasil dari setiap simulasi menunjukan bahwa setiap kurva dari setiap 
simulasi parameter akan berubah secara signifikan pada setiap 
perubahan jarak titik penelitan atau jarak lapisan batas. 
Kata kunci: Fluida Kental, Konveksi Campuran, Bola Teriris,  Magnet,  
Magnetohidrodinamik, Metode Keller-Box. 
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Abstract 
Magnetohydrodynamics (MHD) is a study of the dynamics of 
electrical conductive fluids due to magnetic fields. In this Final 
Project it has been observed the problem of the viscous fluid flow 
through which the magnetized sphere is magnetized with its flow 
influenced by mixed convection by focusing on unsteady conditions. 
The flow of viscous fluid passing through the sliced ball will form a 
boundary layer. Based on the phenomenon of the boundary layer 
formed the Builder Equation of the mathematical model, the 
dimensionless Builder Equation transformed into a non-dimensional 
form is then transformed into Similarity form. Then, the Similiritas 
Equation is solved numerically by the Keller-Box method. After that, 
it was studied about parameter comparison which used magnetic 
parameter, convection parameter, and big angle of spherical to 
velocity curve and temperature by developing mathematical model 
from above problem and solving numerically using Keller-Box 
method. 
The results of this study, with mathematical model obtained 
through the previous equations known that the greater the magnetic 
parameters, convection parameters and the angle of the slice, the more 
fluid flow velocity or the variation of the parameter varies 
proportional to the speed of the fluid. In addition, the greater the 
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magnetic parameters, the convection parameters and the slice angle, 
the lower the fluid temperature or the parameter is inversely 
proportional to the temperature of the fluid. However, in Prandtl 
Preliminary temperature simulation, the Prandtl number is 
proportional to the fluid temperature and inversely proportional to the 
fluid velocity. In addition, the results of each simulation show that 
each curve of each parameter simulation will change significantly at 
each change in the distance of the research point or the boundary layer 
distance. 
Keywords: Viscous Fluid, Magnets, Magnetohydrodynamics, Keller-
Box Methods. 
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BAB I 
PENDAHULUAN 
 
1.1 Latar Belakang 
Aliran magnetohidrodinamik atau Magnetohydrodynamic 
Flow (MHD) adalah salah satu aliran khusus yang cukup sering 
diteliti beberapa tahun ini. Aliran Magnetohidrodinamik 
mempelajari aliran fluida yang dapat menghantarkan aliran listrik 
dan dipengaruhi oleh medan magnet [1].  
Pada bidang teknologi , pemanfaatan magnetohidrodinamik 
cukup luas. Salah satunya adalah pada PLTU. Dengan adanya 
kombinasi MHD pada PLTU, dapat diperoleh efisiensi mencapai 
30% [2]. MHD juga dimanfaatkan pada pengeboran minyak, 
simulasi aliran lumpur yang akurat pada pengeboran minyak di 
persekitaran antara dinding tanah dan pipa bor sangat penting dalam 
mengevaluasi variasi tekanan dalam lumpur di dalam sumur-bor, 
penurunan tekanan gesekan dan efisiensi transportasi dari stek rock 
drill. Medan magnet juga dapat digunakan untuk mengendalikan 
operasi aliran seperti di mana cairan keluar mengandung listrik dan 
terionisasi [3]. Pada penelitian sebelumnya, MHD juga sudah 
banyak diteliti diberbagai objek, seperti silinder optik, bola berpori, 
pelat datar, lempeng elastis, bola pejal, dan sebagainya.   
Berdasarkan kegunaan dari MHD yang sangat menunjang 
perkembangan teknologi, maka perlu dilakukan penelitian yang 
lebih mendalam tentang MHD. Proses dari magnetohidrodinamik ini 
divisualisasikan oleh Gambar 1.1. Pada Tugas Akhir ini dikaji 
kecepatan dan temperatur aliran fluida kental penghantar listrik yang 
melewati penampang permukaan bola teriris. Fluida pekat yang 
mengalir melewati bola teriris akan membentuk lapisan tipis yang 
disebut lapisan batas (boundary layer). Lapisan batas ini terbentuk 
karena adanya pengaruh viskositas fluida. 
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Gambar 1.1 Bola Teriris dan Aliran Fluida 
 
Dalam hal ini aliran fluida kental dipengaruhi oleh medan 
magnet dan aliran konveksi. Medan magnet disekitar fluida akan 
merubah kecepatan fluida karena adanya gaya magnet yang 
mempengaruhi aliran fluida. Konveksi  merubah temperatur aliran 
fluida kental yang melewati permukaan bola teriris karena adanya 
gaya luar yang mempengaruhi perpindahan panas. Permukaan irisan 
bola mempengaruhi kecepatan dan suhu aliran fluida, karena aliran 
fluida dengan kecepatan mula-mula dihalangi oleh penampang bola 
teriris. Variasi sudut irisan bola juga mempengaruhi kecepatan fluida 
karena luas penampang yang menghalangi fluida berubah. 
Penelitian sebelumnya mengenai permasalahan 
magnetohidrodinamik fluida kental tak tunak dengan konveksi 
paksa yang mengalir melewati bola teriris telah dilakukan. Pada 
penelitian tersebut, diteliti magnetohidrodinamik fluida kental tak 
tunak dengan konveksi paksa yang mengalir melewati bola teriris 
dengan di teliti berbagai parameter [4]. 
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Dalam Tugas Akhir ini diperoleh kaitan hubungan parameter 
magnetik, parameter konveksi, dan besar sudut irisan bola terhadap 
kurva kecepatan dan temperatur fluid. Penelitian ini juga diperoleh 
kajian secara teoritik dan numerik pengaruh medan magnet dan 
perpindahan panas dengan konveksi campuran pada fluida pekat 
yang melewati sebuah benda yang berbentuk bola teriris dibawah 
pengaruh medan magnet dari bola teriris. Bola yang diiris adalah 
bola pejal dengan permukaan halus (tidak berpori). 
  
1.2 Rumusan Masalah 
Berdasarkan latar belakang yang telah disajikan, 
permasalahan yang akan dibahas dalam Tugas Akhir ini sebagai 
berikut: 
1. Bagaimana model matematika magnetohidrodinamik yang tak 
tunak pada konveksi campuran yang mengalir melalui bola teriris 
di dalam fluida kental di bawah pengaruh medan magnet? 
2. Bagaimana penyelesaian model matematika 
magnetohidrodinamik yang tak tunak pada konveksi campuran 
yang mengalir melalui bola teriris di dalam fluida kental di bawah 
pengaruh medan magnet? 
3. Bagaimana pengaruh magnetohidrodinamik yang tak tunak pada 
konveksi campuran yang mengalir melalui bola teriris di dalam 
fluida kental di bawah pengaruh medan magnet terhadap 
parameter magnetik (𝑀), parameter konveksi (𝛼), besar sudut 
irisan bola (θs),  dan bilangan Prandtl terhadap kurva kecepatan 
dan temperatur pada lapisan batas? 
 
 
1.3 Asumsi Penelitian 
Asumsi yang digunakan pada Tugas Akhir ini sebagai berikut: 
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1. Geometri benda pada penelitian ini yang diamati adalah bola 
pejal teriris dengan bagian yang diiris yaitu bagian bawah dan 
besar sudut iris 0°< θ <90°.Tidak ada induksi listrik. 
2. Aliran fluida dari bawah ke atas. 
3. Bola teriris dalam keadaan diam dan permukaan halus (tidak 
berpori) 
4. Lapisan batas diasumsikan incompressible dan dalam keadaan 
tak tunak. 
 
1.4 Batasan Masalah 
Dalam Tugas Akhir ini, penulis membatasi permasalahan 
sebagai berikut : 
1. Sudut pengamatan pada titik stagnasi (x ≈ 0). 
2. Penelitian ini difokuskan pada aliran lapisan batas dengan 
konveksi campuran. 
3. Untuk mendapatkan penyelesaian dari Persamaan Pembangun 
model digunakan metode Keller-Box.  
 
1.5 Tujuan 
Tujuan dari Tugas Akhir ini sebagai berikut : 
1. Menyusun model matematika dari permasalahan 
magnetohidrodinamik fluida kental tak tunak dengan konveksi 
campuran yang mengalir melewati bola teriris dibawah pengaruh 
medan magnet. 
2. Mendapatkan solusi numerik dari model magnetohidrodinamik 
fluida kental tak tunak dengan konveksi campuran yang mengalir 
melewati bola teriris dibawah pengaruh medan magnet. 
3. Menganalisis pengaruh parameter magnetik, parameter konveksi, 
dan besar sudut irisan bola terhadap kurva kecepatan dan 
temperatur pada aliran fluida kental dibawah pengaruh medan 
magnet. 
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1.6 Manfaat 
Manfaat dari penulisan Tugas Akhir ini  adalah sebagai suatu 
bentuk konstribusi dalam pengembangan ilmu Matematika terapan 
di bidang teknologi dan industri, khususnya aplikasi metode beda 
hingga Keller-Box pada permasalahan aliran fluida kental dan 
pengaruh magnetohidrodinamik tak tunak dengan konveksi 
campuran pada permukaan bola teriris dibawah pengaruh medan 
magnet. 
 
1.7 Sistematika Penulisan 
Tugas Akhir ini disusun berdasarkan sistematika penulisan 
sebagai berikut: 
BAB I  PENDAHULUAN,  berisi  tentang  latar  belakang,  
rumusan masalah,    asumsi penelitian, batasan masalah,     
tujuan,    manfaat,     dan sistematika penulisan Tugas 
Akhir. 
BAB II  TINJAUAN  PUSTAKA,  menjelaskan  tentang   
penelitian terdahulu, fluida, fluida newtonian, aliran tak 
mampu mampat satu fasa, tipe aliran fluida berdasarkan 
kriteria waktu, konveksi campuran (mixture convection 
flow), aliran lapisan batas (boundary layer), 
magnetohidrodinamik, dan skema Keller-Box. 
BAB III  METODOLOGI    PENELITIAN,    berisi     tentang     
langkah-langkah sistematis yang dilakukan dalam proses 
pengerjaan Tugas Akhir. 
BAB IV  MODEL    MATEMATIKA,    menjelaskan      mengenai  
Persamaan Pembangun (governing equation) untuk 
membangun model matematika dari magnetohidrodinamik 
yang tak tunak pada lapisan batas yang mengalir melalui 
bola teriris di dalam fluida kental di bawah pengaruh 
medan magnet. 
BAB V PENYELESAIAN     MODEL    MATEMATIKA, 
menjelaskan mengenai penyelesaian dan simulasi numerik 
dari model matematika dari magnetohidrodinamik yang 
tak tunak pada lapisan batas yang mengalir melalui bola di 
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dalam fluida mikrokutub di bawah pengaruh medan 
magnet. 
BAB VI PENUTUP, berisi kesimpulan dan saran berdasarkan hasil 
analisis data dan pembahasan Tugas Akhir ini. 
 
  
7 
 
BAB II 
TINJAUAN PUSTAKA 
 
2.1 Penelitian Terdahulu  
Penelitian mengenai aliran magnetohidrodinamik telah 
banyak berkembang dengan kasus yang berbeda-beda mulai dari 
jenis konveksi, jenis fluida, dan bentuk benda yang dilalui oleh 
fluida. Khalimah menganalisis aliran tak tunak konveksi paksa 
fluida kental magentohidrodinamik yang melewati silinder eliptik, 
telah mengkaji pengaruh hubungan parameter magnetik, bilangan 
Prandtl, parameter konveksi, dan variasi sumbu vertikal dan 
horizontal pada silinder eliptik [5]. Dalam penelitiannya, melalui 
simulasi numerik diperoleh hubungan parameter magnetik, bilangan 
Prandtl, parameter konveksi dan variasi sumbu vertikal dan 
horizontal pada silinder eliptik yaitu profil kecepatan fluida semakin 
besar dengan bertambahnya parameter maganetik, parameter 
konveksi dan bertambah panjangnya sumbu vertikal, sedangkan 
bertambahnya sumbu horizontal akan mengakibatkan kecepatan 
fluida menurun. Untuk kasus bilangan Prandtl yang nilainya 
diperbesar, kecepatan fluida mengalami penurunan yang tidak 
signifikan. Untuk profil temperatur fluida, temperatur semakin 
menurun dengan bertambahnya parameter magnetik, bilangan 
Prandtl, parameter konveksi dan sumbu vertikal, sedangkan 
temperatur fluida mengalami kenaikan pada saat bertambahnya 
sumbu horizontal silinder eliptik. Selain itu, Mohamed dkk yang 
dalam penelitiannya melibatkan konveksi bebas, menjelaskan 
bahwa dengan bertambahnya bilangan Prandtl mengurangi 
ketebalan lapisan batas termal [6]. 
Pada tahun 2015, Widodo dkk menjelaskan mengenai solusi 
numerik aliran magnetohidrodinamik tak tunak pada konveksi paksa 
dan perpindahan panas pada fluida kental yang melalui bola dengan 
menggunakan metode Keller-Box [7]. Hasil yang diperoleh dari 
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solusi dan simulasi numerik menunjukkan bahwa ketika parameter 
magnetik bertambah maka distribusi temperatur fluida berkurang 
dan ketika parameter magnetik berkurang maka distribusi kecepatan 
fluida juga berkurang. Selain itu, pada tahun 2016 Widodo dkk 
menjelaskan bahwa kecepatan semakin bertambah seiring 
bertambahnya medan magnet [8]. Selain dalam fluida kental, medan 
magnet juga berpengaruh dalam fluida mikropolar, hal ini dijelaskan 
dalam penelitian Widodo dkk yang berjudul Unsteady Boundary 
Layer Magnetohydrodynamics In Micropolar Fluid Past A Sphere 
yang menjelaskan bahwa dengan bertambahnya parameter magnetik 
maka profil kecepatan semakin bertambah pada fluida micropolar 
[9]. 
 
2.2 Fluida 
Fluida merupakan zat yang dapat berubah bentuk secara terus 
– menerus jika terkena tegangan geser meskipun tegangan geser itu 
kecil. Tegangan geser adalah gaya geser dibagi dengan luas 
permukaan tempat adanya gaya geser tersebut. Gaya geser adalah 
komponen gaya yang menyinggung permukaan [10]. 
Fluida mempunyai dua sifat fisik yaitu viskositas dan 
densitas. Dimana viskositas adalah sifat fluida yang diberikannya 
tahanan terhadap tegangan geser oleh fluida tersebut. Besar kecilnya 
viskositas fluida tergantung pada suhu fluida tersebut. Untuk fluida 
cair, makin tinggi suhunya, maka viskositasnya makin kecil, sedang 
untuk fluida gas, makin tinggi suhunya, maka viskositasnya makin 
besar. Sedangkan densitas atau kerapatan suatu fluida didefinisikan 
sebagai massa per satuan volume [10]. Berdasarkan tegangan geser 
(shear strees) dan laju geser atau laju regangan geser (shear rate) 
fluida dibagi menjadi dua yaitu fluida Newtonian dan fluida Non-
Newtonian  [11]. 
Fluida diklasifikasikan sebagai fluida Newtonian dan non-
Newtonian. Namun, apabila fluida yang tegangan gesernya tidak 
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berhubungan secara linier terhadap laju regangan geser dinamakan 
Fluida non-Newtonian. Sedangkan hidrokarbon berantai panjang 
yang kental bersifat non-Newtonian 
 
2.3 Fluida Newtonian 
Dalam fluida Newtonian hubungan antara tegangan geser dan 
laju regangan geser harus linier dengan kemiringan viskositas 
tersebut. Viskositas dari fluida Newtonian hanya bergantung pada 
temperature dan tekanan. Gas dan cairan encer cenderung bersifat 
fluida Newtonian. Rumus untuk tegangan geser pada fluida 
Newtonian adalah sebagai berikut [11]: 
𝜏 = 𝜇
𝑑𝑢
𝑑𝑦
 
dengan: 
𝜏 = tegangan geser pada fluida (𝑁 𝑚2⁄ ) 
𝜇 = viskositas fluida fluida (𝑁 𝑚2⁄ . 𝑠) 
𝑑𝑢
𝑑𝑦
= gradien kecepatan fluida (𝑠−1)        
           
2.4 Aliran Tak Mampu Mampat Satu Fasa  
Aliran satu fasa hanya mengandung satu jenis fluida, misalnya 
cair atau gas tanpa ada partikel lain. Aliran air, minyak, gas alami, 
udara, dan lain-lain merupakan contoh aliran satu fasa. Sebuah aliran 
dikatakan incompressible (tak mampu mampat) jika pada suatu 
sistem aliran memiliki massa jenis tetap. Sebuah aliran dikatakan 
homogen jika densitasnya konstan sepanjang aliran. Sebuah aliran 
incompressible satu fasa merupakan aliran homogen, sedangkan 
aliran mampu mampat (compressible)merupakan aliran non 
homogen. Secara normal, cairan dan gas diperlakukan sebagai aliran 
incompressible. Namun, aliran tidak dapat dikatakan incompressible 
jika kecepatan gas mendekati, sama atau melebihi kecepatan suara  
[11]. 
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2.5 Tipe Aliran Fluida Berdasarkan Kriteria Waktu 
Tipe aliran fluida yang memiliki pengaruh terhadap 
perubahan waktu pada umumnya dibagi menjadi dua, yaitu [12]: 
Aliran Tunak (Steady Flow) Aliran tunak yaitu kecepatan aliran 
fluida tidak dipengaruhi oleh perubahan waktu. Pada aliran tunak 
berlaku: 
𝜕𝑢
𝜕𝑡
= 0 
Aliran Tak Tunak (Unsteady Flow) Aliran tak tunak yaitu 
kecepatan aliran fluida yang dipengaruhi oleh perubahan waktu. 
Pada aliran tak tunak berlaku: 
𝜕𝑢
𝜕𝑡
≠ 0 
 
2.6 Konveksi Campuran (Mixture Convection Flow) 
Konveksi untuk menunjukkan pada perpindahan panas yang 
akan terjadi antara permukaan dan fluida yang bergerak ketika 
mereka berada pada perbedaan temperatur. Perpindahan panas 
konveksi dapat diklasifikasikan dalam tiga kategori yaitu konveksi 
bebas (free convection), konveksi paksa (forced convection) dan 
konveksi campuran (mixture convection). Bila gerakan mencampur 
berlangsung semata-mata sebagai akibat dari perbedaan kerapatan 
yang disebabkan gradien temperatur, maka dikatakan sebagai 
konveksi bebas/alamiah (natural), sedangkan bila gerakan 
mencampur disebabkan oleh suatu alat tertentu dari luar dikatakan 
sebagai konveksi paksa dan gerakan mencampur berlangsung 
disebabkan akibat dari perbedaan kerapatan dan alat dari luar 
dikatakan sebagai konveksi campuran [13]. 
 
2.7 Aliran Lapisan Batas (Boundary Layer) 
Konsep lapisan batas pertama kali dikemukakan oleh ilmuan 
Jerman, Prandtl, pada tahun 1940. Pada dasarnya lapisan batas 
membagi daerah aliran sekitar benda ke dalam dua domain, yaitu 1) 
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lapisan tipis yang meliputi permukaan benda tersebut dimana radien 
kecepatan dan gaya viskosnya besar dan 2) daerah di luar lapisan 
batas tersebut yang mana kecepatan hampir sama dengan nilai aliran 
bebas (free-stream) serta efek viskositas dapat diabaikan. Dengan 
memakai konsep lapisan batas, persamaan gerak yang biasanya 
disebut Navier-Stokes, dapat diturunkan ke bentuk yang dapat 
diselesaikan. Pengaruh viskositas terhadap aliran data ditentukan 
dan koefisien gesekan sepanjang permukaan benda dapat dihitung 
[14].  
 
2.8 Magnetohidrodinamik   
Magnetohidrodinamik (MHD) (dinamika fluida magneto atau 
hydromagnetics) adalah studi mengenai pergerakan aliran fluida 
yang dapat menghantarkan listrik (konduksi listrik) yang 
dipengaruhi oleh medan magnet [1]. Contoh fluida yang dapat 
menghantarkan listrik adalah plasma, logam cair, dan air garam atau 
elektrolit. MHD diperkenalkan dan dikembangkan oleh Hannes 
Alfven seorang fisikawan yang pernah mendapatkan nobel dalam 
fisika pada tahun 1970 [5]. MHD berperan penting dalam fisika 
solar, astrofisika, fisika plasma, dan eksperimen plasma 
laboratorium. Himpunan persamaan yang menggambarkan MHD 
adalah kombinasi dari persamaan Navier- Stokes pada dinamika 
fluida dan persamaan Maxwell pada elektromagnetik [15]. 
Bentuk ideal persamaan MHD terdiri dari persamaan fluida 
yakni persamaan kontinuitas, persamaan energi, dan untuk 
persamaan pada medan magnetnya menggunakan persamaan 
Maxwell. Berikut ini adalah persamaan-persamaan dasar untuk 
membuat persamaan MHD yang ideal : 
Persamaan momentum: 
𝜌
𝑑𝑣
𝑑𝑡
= −∇𝑝 + 𝐽×𝐵 
 
 
12 
 
Persamaan konservasi massa: 
𝜕𝜌
𝜕𝑡
+ ∇. (𝜌𝑉) = 0 
Persamaan konservasi energi: 
𝑑
𝑑𝑡
(
𝑝
𝜌𝛾
) = 0 
Persamanaan Maxwell : 
∇. E =
1
ε0
𝑝 
∇. B = 0 
∇×E = −
𝜕𝐵
𝜕𝑡
 
∇×B = μ0J + ε0μ0
𝜕𝐸
𝜕𝑡
 
dimana: 
𝐵 : medan magnet 
𝐸 : medan listrik 
𝑉 : kecepatan massa plasma 
𝐽 : kecepatan arus 
𝜌 : massa jenis 
𝑝 : tekanan plasma 
𝑡 : waktu 
𝜇0 : permeabilitas ruang hampa (4𝜋×10
−7 𝑁/𝐴²) 
 
2.9 Bola Teriris 
 Pada penelitian Tugas Akhir ini medan magnet yang 
dihasilkan oleh bola teriris. Ditentukan sudut menghadap kebawah 
dengan tengah sudut berada pada sumbu y. Kemudian bola diiris dari 
sudut satu ke sudut lainnya. Akibat aliran berasal dari bawah maka 
penampang yang dihasilkan berupa lingkaran(dari sudut pandang 
fluida).  
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Gambar 2.1 Sudut Irisan Bola dalam 2 Dimensi 
cos 𝑥 =
𝑐
?̅?
 
?̅? cos 𝑥 = 𝑐 
cos 𝜃𝑠 =
𝑐
𝑎
 
𝑎 cos𝜃𝑠 = 𝑐 
Kemudian subtitusikan c menjadi 
𝑎 cos𝜃𝑠 = ?̅? cos 𝑥 
?̅? =
𝑎 cos 𝜃𝑠
cos 𝑥
 
 
Selanjutnya diubah menjadi persamaan non-dimensional 
dengan menggunakan 𝑏 =
?̅?
𝑎
, yaitu 
𝑎𝑏 =
𝑎 cos 𝜃𝑠
cos 𝑥
 
𝑏 =
cos 𝜃𝑠
cos 𝑥
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2.10 Skema Keller-Box 
Metode Keller-Box adalah salah satu teknik untuk 
menyelesaikan persamaan parabolik, terutama persamaan lapisan 
batas. Skema ini merupakan bentuk implisit dengan keakurasiannya 
orde kedua baik terhadap ruang maupun waktu yang mana step size 
untuk waktu dan ruang tidak harus sama. Hal ini membuat 
penyelesaian persamaan differensial parsial parabolik lebih efisien 
dan tepat. Penerapan metode Keller-Box ini dimulai dengan terlebih 
dahulu mengubah bentuk persamaan diferensial orde dua atau orde 
tinggi menjadi persamaan. Pada Gambar 2.1 ditunjukan cara kerja 
metode Keller-Box 
. 
 
Gambar 2.1 Skema Keller-Box 
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BAB III 
METODOLOGI PENELITIAN 
 
3.1 Tahap Penelitian 
Dengan mengacu pada tinjauan pustaka yang terdapat pada 
bab sebelumnya, metode yang akan dijabarkan disini akan 
memperjelas apa saja yang dilakukan dalam menyelesaikan 
permasalahan tersebut. Secara detail, desain dan metode penelitian 
ini dapat diuraikan sebagai berikut: 
1. Mengkaji model matematika aliran fluida dan perpindahan 
panas tak tunak pada lapisan batas magnetohidrodinamik aliran 
fluida kental yang melalui bola teriris. Setiap model 
mempunyai karakteristik tertentu. Sehingga untuk 
mengembangkan model perlu dikaji terlebih dahulu dalam 
kaitan untuk mendapatkan model yang sesuai dengan yang 
diharapkan. 
2. Mengkaji model matematika aliran fluida dan perpindahan 
panas tak tunak pada lapisan batas magnetohidrodinamik aliran 
fluida kental yang melalui bola teriris dibawah pengaruh medan 
magnet. Pada tahap ini dikaji beberapa model aliran fluida dan 
perpindahan panas tak tunak pada lapisan batas 
magnetohidrodinamik aliran fluida kental yang melalui bola 
teriris yang telah dihasilkan dari peneliti sebelumya dan model 
aliran fluida dan perpindahan panas tak tunak pada lapisan batas 
magnetohidrodinamik aliran fluida kental yang melalui bola 
teriris dibawah pengaruh medan magnet yang diusulkan dalam 
penelitian ini. 
3. Mengembangkan model aliran fluida dan perpindahan panas 
tak tunak pada lapisan batas magnetohidrodinamik aliran fluida 
kental yang melalui bola teriris dibawah pengaruh medan 
magnet menggunakan continuum principle dan hukum-hukum 
fisika. 
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4. Mengembangkan metode beda hingga implisit dengan metode 
Keller-Box untuk penyelesaian model matematika dari aliran 
fluida dan perpindahan panas tak tunak pada lapisan batas 
magnetohidrodinamik aliran fluida kental yang melalui bola 
teriris dibawah pengaruh medan magnet.  Pada tahap ini akan 
diselesaikan secara numerik permasalahan aliran fluida dan 
perpindahan panas tak tunak pada lapisan batas 
magnetohidrodinamik aliran fluida kental yang melalui melalui 
suatu benda dibawah pengaruh medan magnet.  
5. Membuat algoritma program. Pada tahapan ini, akan dibuat 
algoritma program dari penyelesaian metode beda hingga 
implisit dengan skema Keller-Box terhadap model matematika 
dari aliran fluida dan perpindahan panas tak tunak pada lapisan 
batas magnetohidrodinamik aliran fluida kental yang melalui 
bola teriris dibawah pengaruh medan magnet. 
6. Membuat program  
Algoritma yang telah dibuat diimplementasi dalam bentuk 
program dengan menggunakan program Matlab. 
7. Running program 
Program yang telah dibuat dijalankan dengan memasukkan 
inputan dan dianalisis hasil luaran numeriknya. 
8. Verifikasi 
Tahap pembangunan model matematika dari aliran fluida dan 
perpindahan panas tak tunak pada lapisan batas 
magnetohidrodinamik aliran fluida kental yang melalui bola 
teriris dibawah pengaruh medan magnet sampai pada hasil 
output program diverifikasi kembali.  
9. Simulasi 
Dengan menggunakan program yang telah dibuat, dilakukan 
simulasi dengan menggunakan beberapa nilai pada parameter 
atau/dan variabel inputan. 
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10. Analisis hasil dan pembahasan. 
Hasil yang diperoleh dari beberapa simulasi yang dilakukan 
akan dianalisis dan dibahas, untuk kemudian dicari solusi 
numerik terbaik dari aliran fluida dan perpindahan panas tak 
tunak pada lapisan batas magnetohidrodinamik aliran fluida 
kental yang melalui bola teriris dibawah pengaruh medan 
magnet dan membuat kesimpulan. 
11. Pembuatan Laporan Tugas Akhir. 
 
3.2 Diagram Alir penelitian 
Alur penelitian yang dilakukan dalanm Tugas Akhir ini 
diperlihatkan pada Gambar 3.1. 
 
 
Gambar 3.1 Diagram Alir Penelitian 
  
Studi 
Literatur
Pengembangan
Model
Membuat, 
Running  dan 
verifikasi 
Program
Simulasi
Analisis 
Hasil dan 
Pembahasan
Pembuatan 
Laporan 
Tugas Akhir
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“Halaman ini sengaja dikosongkan” 
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BAB IV 
MODEL MATEMATIKA 
 
Pada bab ini dijelaskan dan diuraikan mengenai Persamaan 
Pembangun (governing equation) untuk membangun model 
matematika dari magnetohidrodinamik yang tak tunak pada lapisan 
batas yang mengalir melalui bola teriris di dalam fluida kental di 
bawah pengaruh medan magnet. Medan magnet pada penelitian 
Tugas Akhir ini terdapat pada bola teriris yang dialiri oleh fluida 
kental. Dengan fokus penelitian Tugas Akhir ini pada lapisan batas 
yang terbentuk dari aliran fluida yang bergerak dari bawah ke atas 
yang melalui bola, maka digunakan Hukum Konservasi Massa dan 
Hukum Konservasi Momentum. 
 
4.1 Persamaan Pembangun 
Persamaan Pembangun pada penelitian ini digunakan untuk 
menjelaskan permasalahan maupun kondisi pada sistem. Persamaan 
Pembangun yang digunakan pada sistem ini diperoleh dari Hukum 
Kekekalan Massa, Hukum II Newton, Hukum I Termodinamika. 
Persamaan Pembangun ini akan fokus pada lapisan batas yang 
terbentuk pada permukaan bola magnet teriris akibat aliran fluida 
yang melewati bola teriris[4]. 
 
4.1.1 Persamaan Kontinuitas 
Hukum Konservasi Massa yaitu laju perubahan massa 
terhadap waktu pada suatu sistem sama dengan nol atau jumlah 
massa dalam suatu sistem adalah konstan. Jika diamati pada sistem 
dimana sistem tersebut terdapat pada domain Ω maka dapat 
dituliskan secara matematis: 
𝐷𝑀Ω
𝐷𝑡
= 0 (4.1) 
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dimana 
𝐷()
𝐷𝑡
 disebut sebagai material dan 𝑀Ω adalah massa sistem 
yang diamati yang sama dengan perkalian antara densitas fluida 
dengan volume fluida pada  keseluruhan sistem yang selanjutnya 
dinyatakan dengan 
𝑀Ω = ∫ 𝜌𝑑∀
Ω
 (4.2) 
dimana 𝜌 adalah densitas fluida dan ∀ adalah volume fluida. Jika 
Persamaan (4.2) disubtitusikan ke Persamaan (4.1), maka hukum 
konversi massa dapat ditulis kembali menjadi : 
𝐷𝑀Ω
𝐷𝑡
=
𝐷
𝐷𝑡
∫ 𝜌𝑑∀
Ω
 (4.3) 
Dengan menggunakan teorema Pengangkutan Reynolds, laju 
perubahan massa terhadap waktu pada suatu sistem dapat dituliskan 
sebagai berikut. 
𝐷𝑀Ω
𝐷𝑡
=
𝜕
𝜕𝑡
∫ 𝜌𝑑∀
𝑐𝑣
+ ∫ 𝜌𝐮 ∙ ?̂?𝑑𝐴
𝑐𝑠
 (4.4) 
 sehingga dengan mensubstitusikan Persamaan (4.4) ke Persamaan 
(4.3) diperoleh 
𝐷
𝐷𝑡
∫ 𝜌𝑑∀
Ω
=
𝜕
𝜕𝑡
∫ 𝜌𝑑∀
𝑐𝑣
+ ∫ 𝜌𝐮 ∙ ?̂?𝑑𝐴
𝑐𝑠
 (4.5) 
dimana 𝐮 ∙ ?̂?𝑑𝐴 merupakan perkalian dari komponen kecepatan 𝐮  
yang tegak lurus terhadap suatu bagian kecil permukaan volume 
kendali dan permukaan tersebut adalah bidang diferensial 𝑑𝐴. 
Sehingga 𝐮 ∙ ?̂?𝑑𝐴 merupakan laju dari aliran volume yang melalui 
𝑑𝐴 dan 𝜌𝐮 ∙ ?̂?𝑑𝐴 laju aliran massa melalui 𝑑𝐴. 
Berdasarkan Persamaan (4.3) maka Persamaan (4.5) menjadi 
𝜕
𝜕𝑡
∫ 𝜌𝑑∀
𝑐𝑣
+ ∫ 𝜌𝐮 ∙ ?̂?𝑑𝐴
𝑐𝑠
= 0 (4.6) 
Persamaan (4.6) merupakan persamaan volume kendali untuk 
kekekalan massa. 
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Misalkan volume kendali yang digunakan berupa sebuah 
elemen kubus kecil dalam keadaan diam seperti pada Gambar 4.1. 
 
Gambar 4.1 Volume Kendali Pada Bagian Pusat Elemen 
 
terdapat densitas 𝜌 dan komponen kecepatan u, v, dan w. Karena 
elemen diasumsikan kecil, maka laju perubahan terhadap waktu dari 
massa dari kandungan volume kendali yaitu sebagai berikut 
𝜕
𝜕𝑡
∫ 𝜌𝑑∀
𝑐𝑣
≈
𝜕𝜌
𝜕𝑡
𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧 (4.7) 
Jumlah aliran massa pada permukaan elemen dapat diperoleh 
dari aliran sumbu koordinat yang digambarkan secara terpisah. 
Seperti pada Gambar 4.2. 
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Gambar 4.2 Aliran Fluida Masuk dan Keluar Volume Kendali 
 
Aliran pada sumbu-x digambarkan dengan jumlah massa 
aliran yang masuk dan keluar dari bagian pusat elemen, sehingga 
pada aliran yang keluar didefinisikan sebagai berikut: 
𝜌𝑢 |
𝑥+
𝛿𝑥
2
= 𝜌𝑢 +
𝜕(𝜌𝑢)
𝜕𝑥
𝛿𝑥
2
  
sedangkan untuk bagian aliran yang masuk didefinisikan sebagai 
berikut: 
𝜌𝑢 |
𝑥−
𝛿𝑥
2
= 𝜌𝑢 −
𝜕(𝜌𝑢)
𝜕𝑥
𝛿𝑥
2
  
Sehingga jumlah aliran massa yang keluar pada arah sumbu-
x data didefinisikan sebagai berikut: 
[𝜌𝑢 +
𝜕(𝜌𝑢)
𝜕𝑥
𝛿𝑥
2
] 𝛿𝑦𝛿𝑧 − [𝜌𝑢 +
𝜕(𝜌𝑢)
𝜕𝑥
𝛿𝑥
2
] 𝛿𝑦𝛿𝑧 =
𝜕(𝜌𝑢)
𝜕𝑥
𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧 
 
Dengan proses yang sama, didapatkan aliran massa yang 
keluar pada arah-y sebagai berikut: 
[𝜌𝑣 +
𝜕(𝜌𝑣)
𝜕𝑦
𝛿𝑦
2
] 𝛿𝑥𝛿𝑧 − [𝜌𝑣 +
𝜕(𝜌𝑣)
𝜕𝑦
𝛿𝑦
2
] 𝛿𝑥𝛿𝑧 =
𝜕(𝜌𝑢)
𝜕𝑦
𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧 
dan aliran massa yang keluar pada arah-z adalah sebagai berikut. 
[𝜌𝑤 +
𝜕(𝜌𝑤)
𝜕𝑧
𝛿𝑧
2
] 𝛿𝑥𝛿𝑦 − [𝜌𝑤 +
𝜕(𝜌𝑤)
𝜕𝑧
𝛿𝑧
2
] 𝛿𝑥𝛿𝑦 =
𝜕(𝜌𝑤)
𝜕𝑧
𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧 
Sehingga total aliran dapat ditulis sebagai berikut: 
[
𝜕(𝜌𝑢)
𝜕𝑥
+
𝜕(𝜌𝑣)
𝜕𝑦
+
𝜕(𝜌𝑤)
𝜕𝑧
] 𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧 
 
Jadi laju perubahan waktu dari massa sistem yaitu: 
𝜕𝜌
𝜕𝑡
𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧 + [
𝜕(𝜌𝑢)
𝜕𝑥
+
𝜕(𝜌𝑣)
𝜕𝑦
+
𝜕(𝜌𝑤)
𝜕𝑧
] 𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧 = 0  
Selanjutnya, kedua ruas dibagi dengan 𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧 sehingga diperoleh 
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𝜕𝜌
𝜕𝑡
+
𝜕(𝜌𝑢)
𝜕𝑥
+
𝜕(𝜌𝑣)
𝜕𝑦
+
𝜕(𝜌𝑤)
𝜕𝑧
= 0 
Pada penelitian Tugas Akhir ini ini diasumsikan bahwa aliran 
fluida yang di analisis adalah aliran fluida pada bidang xoy, sehingga 
persamaannya menjadi 
𝜕𝜌
𝜕𝑡
+
𝜕(𝜌𝑢)
𝜕𝑥
+
𝜕(𝜌𝑣)
𝜕𝑦
= 0 
Persamaan (4.7) dapat ditulis dalam bentuk notasi vektor 
sebagai berikut: 
𝜕𝜌
𝜕𝑡
+ 𝜌(∇ ∙ 𝐮) = 0 
Pada penelitian Tugas Akhir ini diasumsikan fluida bersifat 
incompressible, dengan demikian bahwa densitas fluida tidak 
bergantung terhadap waktu (
𝜕𝜌
𝜕𝑡
= 0) sehingga persamaan 
kontinuitasnya sebagai berikut: 
𝛻 ∙ 𝒖 = 0 
dengan 𝐮 = (𝑢, 𝑣, 0). 
 
4.1.2 Persamaan Energi 
Pada Tugas Akhir ini menggunakan Persamaan Energi karena 
adanya temperatur yang berbeda dari aliran fluida sehingga 
menimbulkan adanya perpindahan energi yang berasal dari kalor 
antara media dengan fluida. Fenomena ini menunjukkan berlakunya 
Hukum I Termodinamika mengenai energi total yang tersimpan dari 
suatu sistem. Hukum I Termodinamika untuk sebuah sistem adalah 
laju pertambaha energi total yang tersimpan dari suatu sistem 
terhadap waktu sama dengan laju flux pertambahan energi dari kalor 
ke dalam sistem ditambah dengan laju flux pertambahan dari kerja 
yang dipindahkan ke dalam sistem.  
Dengan teorema pengangkutan Reynolds  ditulis sebagai 
berikut: 
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𝐷
𝐷𝑡
∫ 𝑒𝜌𝑑∀
𝛺
= (∑𝑄𝑖𝑛 − ∑𝑄𝑜𝑢𝑡)
𝛺
+ (∑𝑊𝑖𝑛 − ∑ 𝑊𝑜𝑢𝑡)
𝛺
 
atau dapat ditulis dengan : 
𝐷
𝐷𝑡
∫ 𝑒𝜌𝑑∀
𝛺
= (𝑄𝑖𝑛𝑛𝑒𝑡𝑜 + 𝑊𝑖𝑛𝑛𝑒𝑡𝑜)𝛺 (4.8) 
Pada Tugas Akhir ini diasumsikan bahwa tidak ada kerja yang 
diberikan pada sistem, sehingga 𝑊 = 0, maka persamaannya dapat 
ditulis menjadi 
𝐷
𝐷𝑡
∫ 𝑒𝜌𝑑∀
𝛺
= (𝑄𝑖𝑛𝑛𝑒𝑡𝑜)𝛺 (4.9) 
Energi total yang tersimpan per satuan massa dari setiap 
partikel di dalam sistem (𝑒), dihubungkan dengan energi dalam per 
satuan massa (?̌?), energi kinetic per satuan massa (
𝑉2
2
),dan energi 
potensial per satuan massa(𝑔𝓏), maka 𝑒 dapat dinyatakan dengan 
𝑒 = ?̌? +
𝑉2
2
+ 𝑔𝓏 
Selanjutnya dengan mengacu pada Teorema Transport 
Reynolds, yaitu 
𝐷
𝐷𝑡
∫ 𝑒𝜌𝑑∀
𝛺
=
𝜕
𝜕𝑡
∫ 𝑒𝜌𝑑∀
𝑐𝑣
+
𝜕
𝜕𝑡
∫ 𝑒𝜌(𝒖 ∙ ?̂?)𝑑𝐴
𝑐𝑠
 (4.10) 
Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.10) ke Persamaan 
(4.9) didapatkan persamaan berikut: 
𝜕
𝜕𝑡
∫ 𝑒𝜌𝑑∀
𝑐𝑣
+
𝜕
𝜕𝑡
∫ 𝑒𝜌(𝒖 ∙ ?̂?)𝑑𝐴
𝑐𝑠
= (𝑄𝑖𝑛𝑛𝑒𝑡𝑜)𝑐𝑣 (4.11) 
Dengan menggunakan teorema Green, maka persamaan kiri 
dari persamaan diatas dapat dinyatakan dengan ∫
𝜕
𝜕𝑡
𝑒𝜌𝑑∀ +
∫𝜌∇ ∙ 𝑒𝑢 𝑑∀ atau dapat ditulis dengan ∫ (𝜌
𝜕𝑒
𝜕𝑡
+ 𝜌∇ ∙ 𝑒𝑢)𝑑∀. 
Sehingga persamaan (4.11) dapat ditulis dengan 
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𝜌 (
𝜕𝑒
𝜕𝑡
+ 𝛻 ∙ (𝑒𝒖))𝑑∀= (𝑄𝑖𝑛𝑛𝑒𝑡𝑜)𝑐𝑣 (4.12) 
Laju flux pertambahan energi dari kalor ke dalam sistem 
Qinneto terdiri dari konduksi panas dan sumber panas 𝑞. Karena pada 
Tugas Akhir ini ini tidak terdapat sumber panas pada volume kendali 
maka q = 0. Sehingga akan diturunkan konduksi panas yang terjadi 
pada volume kendali sebagai berikut. Misalkan k adalah heat flux 
yang terjadi pada volume kendali yang ditunjukkan pada Gambar 
4.3. 
 
 
Gambar 4.3 Komponen Heat Flux pada Kendali Volume 
 
Laju flux dari penerusan panas suatu partikel fluida dapat 
dihitung dari perbedaan kalor yang masuk dengan kalor yang keluar 
pada arah-𝑥,arah-𝑦 dan arah-𝓏 didefinisikan sebagai berikut 
[𝑘𝑥 −
𝜕(𝑘𝑥)
𝜕𝑥
𝛿𝑥
2
] 𝛿𝑦𝛿𝓏 − [𝑘𝑥 +
𝜕(𝑘𝑥)
𝜕𝑥
𝛿𝑥
2
] 𝛿𝑦𝛿𝓏 = − 
𝜕(𝑘𝑥)
𝜕𝑥
𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝓏 
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[𝑘𝑦 −
𝜕(𝑘𝑦)
𝜕𝑦
𝛿𝑦
2
] 𝛿𝑥𝛿𝓏 − [𝑘𝑦 +
𝜕(𝑘𝑦)
𝜕𝑦
𝛿𝑦
2
] 𝛿𝑥𝛿𝓏 = − 
𝜕(𝑘𝑦)
𝜕𝑦
𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝓏 
[𝑘𝑧 −
𝜕(𝑘𝑧)
𝜕𝑧
𝛿𝑧
2
] 𝛿𝑥𝛿𝑦 − [𝑘𝑧 +
𝜕(𝑘𝑧)
𝜕𝑧
𝛿𝑧
2
] 𝛿𝑥𝛿𝑦 = − 
𝜕(𝑘𝑧)
𝜕𝑧
𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝓏 
Sehingga total laju flux pertambahan energi dari kalor ke 
dalam sistem adalah 
(− 
𝜕(𝑘𝑥)
𝜕𝑥
− 
𝜕(𝑘𝑦)
𝜕𝑦
− 
𝜕(𝑘𝑧)
𝜕𝑧
) 𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝓏 (4.13) 
Pada Tugas Akhir ini ini diasumsikan bahwa aliran fluida 
yang dianalisis adalah aliran fluida pada bidang 𝑥 ∙ 𝑦, sehingga 
Persamaan (4.13) menjadi 
(− 
𝜕(𝑘𝑥)
𝜕𝑥
− 
𝜕(𝑘𝑦)
𝜕𝑦
) 𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝓏 = (−𝛻 ∙ 𝒌)𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝓏 (4.14) 
Penerusan panas karena konduksi berkaitan dengan gradien 
temperature yang didefinisikan dalam Hukum Fourier sebagai 
berikut: 
𝑘𝑥 = −𝑐
𝜕?̅?
𝜕𝑥
       ;          𝑘𝑦 = −𝑐
𝜕?̅?
𝜕𝑦
  
atau dapat ditulis 
𝒌 = −𝑐𝛻?̅?  (4.15) 
Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.15) ke Persamaan 
(4.14) diperoleh 
(−𝛻 ∙ 𝒌)𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝓏 = 𝛻 ∙ (𝑐𝛻?̅?)𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝓏 
⇔ 
(−𝛻 ∙ 𝒌)𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝓏 = 𝛻 ∙ (𝑐𝛻?̅?)𝑑∀  (4.16) 
 
 
Sehingga Persamaan (4.16) dapat ditulis dengan 
𝜌 (
𝜕𝑒
𝜕𝑡̅
+ 𝛻 ∙ (𝑒𝒖))𝑑∀= 𝛻 ∙ (𝑐𝛻?̅?)𝑑∀ 
kedua ruas dibagi oleh d∀ diperoleh 
27 
 
𝜌 (
𝜕𝑒
𝜕𝑡̅
+ 𝛻 ∙ (𝑒𝒖)) = 𝛻 ∙ (𝑐𝛻?̅?) (4.17) 
Pengaruh dari tekanan dan perubahan kerapatan dapat 
diabaikan karena dalam sistem tekanan konstan (tetap), sehingga 
perubahan dari energi dapat didekati dengan perubahan entalpi 
sebagai berikut: 
𝜕𝑒 = 𝜕ℎ − 𝜕 (
𝑃
𝜌
) ≈ 𝜕ℎ 
Dengan mensubstitusikan 𝜕ℎ ≈ 𝐶𝑝𝜕𝑇 ke Persamaan (4.17), 
sehingga diperoleh 
𝜌𝐶𝑝 (
𝜕?̅?
𝜕𝑡̅
+ 𝛻 ∙ (?̅?𝒖)) = 𝛻 ∙ (𝑐𝛻?̅?) (4.18) 
dengan 
∇ ∙ (?̅?𝒖) = 𝒖 ∙ (∇?̅?) + ?̅?(∇ ∙ 𝒖) 
Dalam persamaan kontinuitas ∇. 𝒖 = 0, sehingga 
𝛻 ∙ (?̅?𝒖) = 𝒖 ∙ (𝛻?̅?) 
Selanjutnya disubstitusikan ke Persamaan (4.18), sehingga 
diperoleh persamaan  
𝜌𝐶𝑝 (
𝜕?̅?
𝜕𝑡̅
+ 𝒖 ∙ (𝛻?̅?)) = 𝛻 ∙ (𝑐𝛻?̅?) (4.19) 
dengan 
𝒖 ∙ (𝛻?̅?) = (𝑖?̅̂? + 𝑗̂?̅?) ∙ (𝑖̂
𝜕?̅?
𝜕?̅?
+ 𝑗̂
𝜕?̅?
𝜕?̅?
) 
𝒖 ∙ (𝛻𝑇) = (?̅?
𝜕?̅?
𝜕?̅?
+ ?̅?
𝜕?̅?
𝜕?̅?
) 
 
dan 
𝛻 ∙ (𝑐𝛻?̅?) = 𝑐𝛻 ∙ (𝛻?̅?) 
𝛻 ∙ (𝑐𝛻?̅?) = 𝑐 [(𝑖̂
𝜕
𝜕?̅?
+ 𝑗̂
𝜕
𝜕?̅?
) ∙ (𝑖̂
𝜕?̅?
𝜕?̅?
+ 𝑗̂
𝜕?̅?
𝜕?̅?
)] 
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𝛻 ∙ (𝑐𝛻?̅?) = 𝑐 (
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
+
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
) 
Sehingga Persamaan (4.19) menjadi 
𝜌𝐶𝑝 (
𝜕?̅?
𝜕𝑡̅
+ 𝑢
𝜕?̅?
𝜕?̅?
+ ?̅?
𝜕?̅?
𝜕?̅?
) = 𝑐 (
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
+
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
) (4.20) 
  
4.1.3 Persamaan Momentum  
Prinsip dari Persamaan Momentum didasari oleh Hukum II  
Newton yang disebutkan bahwa jumlah gaya yang bekerja pada 
sistem sama dengan besar momentum pada sistem yang berubah 
terhadap waktu. Momentum itu sendiri didefinisikan sebagai jumlah 
massa dikalikan kecepatan. Jika diaplikasikan pada sistem yang 
berupa kendali volume, maka didapat : 
∑𝐹 =
𝐷
𝐷𝑡
∫ 𝜌𝒖𝑑∀
Ω
 (4.21) 
Dengan mengunakan Teorema Transport Reynolds, ruas 
kanan dari Persamaan (4.21) dapat ditulis 
𝐷
𝐷𝑡
∫ 𝜌𝑑∀
Ω
=
𝜕
𝜕𝑡
∫ 𝜌𝑢𝑑∀
𝑐𝑣
+
𝜕
𝜕𝑡
∫ 𝜌(𝑢 ∙ ?̂?)𝑑∀
𝑐𝑠
 
sehingga Persamaan (4.21) menjadi 
∑𝐹 =
𝜕
𝜕𝑡
∫ 𝜌𝑢𝑑∀
𝑐𝑣
+
𝜕
𝜕𝑡
∫ 𝜌(𝑢 ∙ ?̂?)𝑑∀
𝑐𝑠
 
Berdasarkan persamaan kontinuitas, didapatkan dalam bentuk 
notasi vektor : 
∫𝜌 ((
𝜕𝒖
𝜕𝑡
) + ∇ ∙ (𝒖𝒖))𝑑∀= ∑𝐹 (4.22) 
Berdasarkan sifat divergensi   ∇ ∙ (𝒖𝒖) = (𝒖 ∙ ∇𝒖) + (𝒖(∇ ∙
𝒖)) dan ∇ ∙ 𝒖 = 0 sehingga Persamaan (4.22) menjadi 
∫𝜌 ((
𝜕𝒖
𝜕𝑡
) + (𝒖 ∙ ∇𝒖))𝑑∀= ∑𝐹 (4.23) 
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Dengan ∑𝐹 adalah kumpulan gaya-gaya yang bekerja pada 
permukaan bola teriris yang terdiri dari gaya permukaan, gaya apung 
dan gaya magnet. Gaya permukaan dinotasikan 𝐹𝑠. Seperti yang 
terlihat pada Gambar 4.4 bahwa yang sejajar dengan permukaan 
volume kendali adalah tegangan geser, dan yang tegak lurus adalah 
tegangan normal. 
 
 
Gambar 4.4 Komponen Tegangan Arah x dan y Pada Permukaan 
Elemen Fluida 
 
Dengan menjumlahkan seluruh gaya pada arah 𝑥 sehingga 
didapatkan 
𝐹𝑠𝑥 = ∫(−
𝜕𝑝
𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑥𝑥
𝜕𝑥
+
𝜕𝜏𝑦𝑥
𝜕𝑦
)  𝑑∀ 
dan gaya dalam arah 𝑦 
𝐹𝑠𝑦 = ∫(−
𝜕𝑝
𝜕𝑦
+
𝜕𝜎𝑦𝑦
𝜕𝑦
+
𝜕𝜏𝑥𝑦
𝜕𝑥
)𝑑∀ 
Sehingga dapat dituliskan resultan gaya permukaan  
𝐹𝑠 = 𝐹𝑠𝑥𝑖̂ + 𝐹𝑠𝑦𝑗̂ 
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∫𝐹𝑠 𝑑∀= ((−
𝜕𝑝
𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑥𝑥
𝜕𝑥
+
𝜕𝜏𝑦𝑥
𝜕𝑦
) 𝑖̂ + (−
𝜕𝑝
𝜕𝑦
+
𝜕𝜎𝑦𝑦
𝜕𝑦
+
𝜕𝜏𝑥𝑦
𝜕𝑥
) 𝑗̂) 𝑑∀ 
Untuk fluida Newtonian tak mampu-mampat, diketahui 
bahwa tegangan berbanding lurus terhadap laju deformasi yang 
dinyatakan sebagai berikut: 
1. Pada tegangan normal 
𝜎𝑥𝑥 = 2𝜇
𝜕𝑢
𝜕𝑥
 
𝜎𝑦𝑦 = 2𝜇
𝜕𝑣
𝜕𝑦
 
2. Pada tegangan geser 
𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥 = 𝜇 (
𝜕𝑢
𝜕𝑦
+
𝜕𝑣
𝜕𝑥
) 
Dengan mensubtitusikan 𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝑦𝑦 𝜏𝑥𝑦dan 𝜏𝑦𝑥 sehingga 
diperoleh 
∫𝐹𝑠 𝑑∀= ∫(−∇𝑝 + 𝜇∇
2𝒖)𝑑∀  
Untuk gaya magnetik dinotasikan dengan 𝐹𝑚𝑎𝑔 yang didasari 
oleh Gaya Lorentz yaitu 
∫𝐹𝑚𝑎𝑔 𝑑∀= ∫𝑱×𝐁𝑑∀ (4.24) 
dimana 𝐽 adalah kerapatan arus listrik dan B adalah total medan 
magnet yang terjadi dalam sistem. Sedangkan menurut hukum Ohm, 
bahwa kerapatan arus listrik diberikan: 
𝐽 = 𝜎 (𝑬 + 𝒖×𝐁) 
Pada penelitian Tugas Akhir ini diasumsikan tidak ada 
tegangan listrik pada aliran fluida, sehingga medan listrik (𝐸) sama 
dengan nol.  
𝐽 = 𝜎 (𝒖×𝐁) 
Sehingga Persamaan (4.24) menjadi 
∫𝐹𝑚𝑎𝑔 𝑑∀= ∫(𝜎 (𝒖×𝐁)×𝐁)𝑑∀ (4.25) 
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Dengan menggunakan identitas vektor maka Persamaan 
(4.25) dapat dituliskan menjadi : 
∫𝐹𝑚𝑎𝑔 𝑑∀ = ∫𝜎{(𝒖 ∙ 𝑩)𝑩 − (𝑩 ∙ 𝑩)𝒖}𝑑∀  
∫𝐹𝑚𝑎𝑔 𝑑∀ = ∫𝜎{(‖𝒖‖‖𝑩‖ cos𝜃𝑢𝐵)𝑩 − (𝑩 ∙ 𝑩)𝒖}𝑑∀ (4.26) 
Dikarenakan 𝜃𝑢𝐵 = 𝜋/2 sehingga Persamaan (4.26) dapat 
dituliskan  
∫𝐹𝑚𝑎𝑔 𝑑∀= ∫−𝜎(𝑩 ∙ 𝑩)𝒖𝑑∀ (4.27) 
Karena 𝐵 = (𝑏 + 𝐵0), dimana B adalah medan magnet total, 
B0 adalah medan  magnet dari bola yang mengandung magnet, dan 
b adalah besarnya medan magnet dari fluida yang terinduksi oleh 
bola  bermagnet. Sehingga dengan mensubtitusikan 𝐵 = (𝑏 + 𝐵0) 
pada Persamaan (4.27) didapat 
∫𝐹𝑚𝑎𝑔 𝑑∀= ∫−𝜎(b + B0)
𝟐𝒖𝑑∀ (4.28) 
Selanjutnya diasumsikan bahwa medan magnet yang 
dihasilkan oleh induksi magnet sebesar  
1
4
  dari medan magnet dari 
bola teriris, sehigga Persamaan (4.28) dituliskan menjadi 
∫𝐹𝑚𝑎𝑔 𝑑∀= ∫−𝜎 (
1
4
𝐵0 + 𝐵0)
𝟐
𝒖𝑑∀ 
∫𝐹𝑚𝑎𝑔 𝑑∀= ∫−𝜎
25
16
B0
𝟐𝒖𝑑∀ (4.29) 
Gaya apung dinotasikan dengan 𝐹𝑏𝑢𝑜 dimana  
∫𝐹𝑏𝑢𝑜 𝑑∀= ∫𝜌𝒈𝑑∀  
Sedangkan 𝑝 pada persamaan gaya permukaan dapat 
diuraikan menjadi 
𝑝 = 𝑝𝑑 + 𝑝ℎ 
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dimana 𝑝ℎ adalah tekanan hidrostatis dan 𝑝𝑑 tekanan dinamik. 
Bentuk gardien  tekanan yang disebabkan oleh tekanan hidrostatis 
adalah 
∇𝑝ℎ = 𝜌∞𝒈 
yang mana 𝜌∞ adalah masa jenis diluar lapisan batas. Selanjutnya 
bentuk −∇𝑝 pada persamaan 4.24 dapat dituliskan sebagai berikut 
−∇𝑝𝑑 − ∇𝑝𝑑 = −∇𝑝𝑑 − 𝜌∞𝒈 
Selanjutnya dengan mensubtitusikan semua persamaan F, 
diperoleh persamaan momentum sebagai berikut 
∫𝜌 ((
𝜕𝒖
𝜕𝑡
) + (𝒖 ∙ ∇𝒖))𝑑∀= ∑𝐹 
dengan:  
∑𝐹 = ∫𝐹𝑠 𝑑∀ + ∫𝐹𝑚𝑎𝑔 𝑑∀ + ∫𝐹𝑏𝑢𝑜 𝑑∀ 
∑𝐹 = ∫(−∇𝑝 + 𝜇∇2𝒖)𝑑∀ − ∫𝜎
25
16
B0
𝟐𝒖𝑑∀ + ∫𝜌𝒈𝑑∀ 
dimana 𝒈 = (𝑔𝑥 , 𝑔𝑦, 0) 
 
4.2 Penurunan Persamaan Pembangun Model 
Persamaan Pembangun yang digunakan pada fluida yang 
bersifat unsteady dan incompressible adalah sebagai berikut: 
1. Persamaan Kontinuitas  
∇ ∙ 𝒖 = 𝟎 
𝜕(?̅?𝑢)
𝜕?̅?
+
𝜕(?̅??̅?)
𝜕?̅?
= 0 (4.30) 
2. Persamaan Energi 
𝜕(?̅?𝑢)
𝜕?̅?
+
𝜕(?̅??̅?)
𝜕?̅?
= 0 (4.31) 
3. Persamaan momentum 
∫𝜌 ((
𝜕𝒖
𝜕𝑡
) + (𝒖 ∙ ∇𝒖)) 𝑑∀ = ∫(−∇𝑝 + 𝜇∇2𝒖)𝑑∀ (4.32) 
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+∫−𝜎
25
16
B0
𝟐𝒖𝑑∀ + (𝜌 − 𝜌∞)𝒈 
dengan ?̅?(?̅?) = ?̅? sin
?̅?
?̅?
. 
Dimana variabel yang menggunakan tanda ̅   menunjukan 
bahwa variabel tersebut merupakan variabel berdimensi. 
 
4.2.1 Persamaan Momentum 
Dikarenakan pada Tugas Akhir adalah objek yang dialiri 
adalah sebuah bola dengan aliran satu dimensi yang mana akan 
mengakibatkan sumbu−𝑦 dan sumbu−𝑧 simetri sehingga salah 
satunya dapat diabaikan. Pada kasus ini sumbu−𝑧 diabaikan. 
Sehingga persamaan momentum yang ada dapat dibangun cukup 
pada sumbu−𝑥 dan sumbu−𝑦. Pada persamaan momentum (4.32) 
terdapat komponen vektor, dan apabila dijabarkan akan diperoleh 
persamaan sebagai berikut: 
Ruas kiri pada Persamaan (4.32) yang berupa 
𝜕𝒖
𝜕𝑡
 adalah 
𝜕𝒖
𝜕𝑡
=
𝜕
𝜕𝑡̅
(?̅?𝑖̂ + ?̅?𝑗̂) 
=
𝜕?̅?𝑖̂
𝜕𝑡̅
+
𝜕?̅?𝑗̂
𝜕𝑡̅
 
Ruas kiri dari Persamaan (4.32) yang berupa (𝒖 ∙ ∇)𝒖 adalah  
(𝒖 ∙ ∇)𝒖 = ((?̅?𝑖̂ + ?̅?𝑗̂) ∙ (
𝜕
𝜕?̅?
𝑖̂ +
𝜕
𝜕?̅?
𝑗̂)) (?̅?𝑖̂ + ?̅?𝑗̂) 
(𝒖 ∙ ∇)𝒖 = ?̅?
𝜕
𝜕?̅?
(?̅?𝑖̂ + ?̅?𝑗̂) + ?̅?
𝜕
𝜕?̅?
(?̅?𝑖̂ + ?̅?𝑗̂) 
= ?̅?
𝜕?̅?𝑖̂
𝜕?̅?
+ ?̅?
𝜕?̅?𝑖̂
𝜕?̅?
+ ?̅?
𝜕?̅?𝑗̂
𝜕?̅?
+ ?̅?
𝜕?̅?𝑗̂
𝜕?̅?
 
Ruas kanan dari persamaan (4.32) yang berupa ∇𝑝 adalah 
∇𝑝 = (
𝜕
𝜕?̅?
𝑖̂ +
𝜕
𝜕?̅?
𝑗̂) 𝑝 =
𝜕𝑝
𝜕?̅?
𝑖̂ +
𝜕𝑝
𝜕?̅?
𝑗̂ 
Ruas kanan dari persamaan (4.32) yang berupa 𝜇∇2𝒖 adalah 
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𝜇∇2𝒖 = 𝜇 (
𝜕
𝜕?̅?
𝑖̂ +
𝜕
𝜕?̅?
𝑗̂) (
𝜕
𝜕?̅?
𝑖̂ +
𝜕
𝜕?̅?
𝑗̂) (?̅?𝑖̂ + ?̅?𝑗̂) 
= 𝜇 (
𝜕2
𝜕?̅?2
+ 2
𝜕2
𝜕?̅??̅?
+
𝜕2
𝜕?̅?2
) (?̅?𝑖̂ + ?̅?𝑗̂) 
= 𝜇 (
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
𝑖̂ + 2
𝜕2?̅?
𝜕?̅?𝜕?̅?
𝑖̂ +
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
𝑖̂ +
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
𝑗̂ + 2
𝜕2?̅?
𝜕?̅?𝜕?̅?
𝑗̂ +
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
𝑗̂) 
= 𝜇 (
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
+
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
) 𝑖̂ + 𝜇 (
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
+
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
) 𝑗 ̂
Ruas kanan dari persamaan (4.32) yang berupa 𝜎
25
16
B0
𝟐𝒖 adalah 
𝜎
25
16
B0
𝟐𝒖 = 𝜎
25
16
B0
𝟐(?̅?𝑖̂ + ?̅?𝑗̂) 
Dengan mengelompokkan vektor 𝑖 ̂untuk sumbu 𝑥 dan vektor 
𝑗̂ untuk sumbu y didapatkan persamaan momentum pada sumbu 𝑥 
sebagai berikut: 
𝜌 (
𝜕?̅?
𝜕𝑡̅
+ ?̅?
𝜕?̅?
𝜕?̅?
+ ?̅?
𝜕?̅?
𝜕?̅?
) = −
𝜕𝑝
𝜕?̅?
+ 𝜇 (
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
+
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
) 
−
25
16
𝜎B0
2?̅? + (𝜌 − 𝜌∞)𝑔𝑥 
(4.33)  
Sedangkan untuk persamaan momentum pada sumbu 𝑦 yaitu: 
𝜌 (
𝜕?̅?
𝜕𝑡̅
+ ?̅?
𝜕?̅?
𝜕?̅?
+ ?̅?
𝜕?̅?
𝜕?̅?
) = −
𝜕𝑝
𝜕?̅?
+ 𝜇 (
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
+
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
) 
−
25
16
𝜎B0
2?̅? + (𝜌 − 𝜌∞)𝑔𝑦 
(4.34) 
Sesuai dengan pendekatan Boussinesq yaitu semua variabel 
yang berpengaruh dalam Persamaan Momentum diatas diabaikan, 
kecuali kerapatan. Pendekatan Boussinesq digunakan untuk 
mendekati perbedaan kerapatan yang menyebabkan adanya aliran 
sebagai akibat dari interaksi antara gaya gravitasi dan tekanan 
hidrostatis seperti pengaruh temperatur. Berdasarkan pendekatan 
Deret Taylor, yaitu 
𝜌∞
𝜌
= 1 + 𝛽(?̅? − 𝑇∞) + 𝑂(?̅? − 𝑇∞)
2 
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Diasumsikan bahwa nilai (?̅? − 𝑇∞) kecil sehingga bagian 
yang berorder tinggi dapat dihilangkan, maka persamaannya dapat 
diubah menjadi[4]  
𝜌∞
𝜌
= 1 + 𝛽(?̅? − 𝑇∞) 
𝜌 − 𝜌∞ = −𝜌𝛽(?̅? − 𝑇∞) (4.35) 
Dengan 𝛽 adalah koefisien ekspansi panas yang dapat dinyatakan 
dengan  
𝛽 = −
1
𝜌
(
𝜕𝜌
𝜕?̅?
)
𝑝
 
Selanjutnya dengan mensubtitusikan Persamaan (4.35) pada 
persamaan momentum sumbu−𝑥 dan sumbu−𝑦 yang ditunjukan 
pada Persamaan (4.33) dan (4.34), persamaan momentumnya 
menjadi 
𝜌 (
𝜕?̅?
𝜕𝑡̅
+ ?̅?
𝜕?̅?
𝜕?̅?
+ ?̅?
𝜕?̅?
𝜕?̅?
) 
(4.36) 
= −
𝜕𝑝
𝜕?̅?
+ 𝜇 (
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
+
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
) −
25
16
𝜎B0
2?̅?
+ 𝜌𝛽(?̅? − 𝑇∞)𝑔𝑥 
Pada sumbu−𝑥 dan pada sumbu−𝑦 dapat dituliskan menjadi 
𝜌 (
𝜕?̅?
𝜕𝑡̅
+ ?̅?
𝜕?̅?
𝜕?̅?
+ ?̅?
𝜕?̅?
𝜕?̅?
) 
= −
𝜕?̅?
𝜕?̅?
+ 𝜇 (
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
+
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
) −
25
16
𝜎B0
2?̅?
+ 𝜌𝛽(?̅? − 𝑇∞)𝑔𝑦 
(4.37) 
 
Pada Tugas Akhir ini menggunakan kondisi batas yaitu: 
𝑡̅ < 0 ∶ ?̅? = ?̅? = 0, ?̅? = 𝑇∞ untuk setiap ?̅?, ?̅? 
𝑡̅ ≥ 0 ∶ ?̅? = ?̅? = 0, ?̅? = 𝑇𝑤 untuk setiap ?̅? = 0 
       ?̅? = ?̅?𝑒(?̅?), ?̅? = 𝑇∞ saat ?̅? → ∞ 
Dengan kecepatan aliran bebas ?̅?𝑒 =
3
2
sin (
?̅?
?̅?
) 
36 
 
 
 
 
4.2.2 Transformasi Variabel Tak Berdimensi 
Variabel tak berdimensi digunakan untuk mempermudah 
proses komputasi. Pada permasalahan ini variabel tak berdimensi 
yang digunakan adalah sebagai berikut[6] 
𝑥 =
?̅?
𝑎
 ,         𝑦 = 𝑅𝑒1/2
?̅?
𝑎
 ,        𝑟 =
𝑟
𝑎
̅
,         𝑏 =
?̅?
𝑎
 
𝑢 =
?̅?
𝑈∞
 ,       𝑣 = 𝑅𝑒1/2
?̅?
𝑈∞
  
𝑡 =
𝑈∞𝑡̅
𝑎
 
𝑝 =
?̅?
𝜌𝑈∞
2  ,       𝑇 =
?̅? − 𝑇∞
𝑇𝑤 − 𝑇∞
 
(4.38) 
 
Dengan 𝑅𝑒 =
𝑈∞𝑎
𝓋
 dan 𝓋 adalah viskositas kinematik yang 
dapat dituliskan sebagai 𝓋 =
𝜇
𝜌
. Ditambahkan pula parameter-
parameter yang didefinisikan sebagai berikut:  
Parameter Magnetik(M) 𝑀 =
𝜎𝐵0
2𝑎
𝜌𝑈∞
  
(4.39) 
Parameter Konveksi (𝛼) 𝛼 =
𝐺𝑟
𝑅𝑒2
  
Bilangan Grashof (Gr) 𝐺𝑟 =
𝑔𝛽(𝑇𝑤−𝑇∞)𝑎
3
𝓋
  
Bilangan Prandtl (𝑃𝑟) 𝑃𝑟 =
𝓋𝜌𝐶𝑝
𝑐
  
Selanjutnya dilakukan subtitusi variabel-variabel tak 
berdimensi (4.38) dan parameter (4.39) pada Persamaan (4.30), 
(4.31), (4.36) dan (4.37) sehingga didapatkan:  
1. Persamaan Kontinuitas  
(4.45) 
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𝜕(𝑟𝑢)
𝜕𝑥
+
𝜕(𝑟𝑣)
𝜕𝑦
= 0 (4.40) 
 
 
2. Persamaan Momentum sumbu−𝑥 
𝜕𝑢
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑦
= −
𝜕𝑝
𝜕𝑥
+
1
𝑅𝑒
(
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
+
1
𝑅𝑒−1
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
) 
−
25
16
𝑀𝑢 + 𝛼𝑇 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos𝜃𝑠
) 
(4.41) 
3. Persamaan Momentum sumbu−𝑦 
1
𝑅𝑒
(
𝜕𝑢
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑢
𝜕x
+ 𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑦
) = −
𝜕𝑝
𝜕𝑦
+
1
𝑅𝑒2
𝜕2𝑣
𝜕𝑥2
+
1
𝑅e
𝜕2𝑣
𝜕𝑦2
 
−
25
16
𝑀
𝑅𝑒
𝑣 +
𝛼𝑇
𝑅𝑒
1
2 cos (
𝑥 cos 𝑥
cos𝜃𝑠
)
 
(4.42) 
4. Persamaan Energi 
(
𝜕𝑇
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑇
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑇
𝜕𝑦
) =
1
𝑅𝑒Pr
𝜕2𝑇
𝜕𝑥2
+
1
Pr
𝜕2𝑇
𝜕𝑦2
 (4.43) 
 
Berdasarkan variabel tak berdimensi (4.39) maka, kondisi 
batas (4.42) menjadi 
𝑡 < 0 ∶ 𝑢 = 𝑣 = 0, 𝑇 = 0 untuk setiap 𝑥, 𝑦 
𝑡 ≥ 0 ∶ 𝑢 = 𝑣 = 0, 𝑇 = 1 untuk setiap 𝑦 = 0 
𝑢 = 𝑢𝑒(𝑥), 𝑇 = 0 saat 𝑦 → ∞  
 
4.2.3 Pendekatan Lapisan Batas 
Digunakan pendekatan lapisan batas dengan 𝑅𝑒 → ∞ 
sehingga 
1
𝑅𝑒
→ 0, maka diperoleh 
1. Persamaan Kontinuitas  
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𝜕(𝑟𝑢)
𝜕𝑥
+
𝜕(𝑟𝑣)
𝜕𝑦
= 0 
(4.44) 
Persamaan Momentum sumbu−𝑥 
𝜕𝑢
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑦
= −
𝜕𝑝
𝜕𝑥
+
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
−
25
16
𝑀𝑢 
 + 𝛼𝑇 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
(4.45) 
2. Persamaan Momentum sumbu−𝑦 
𝜕𝑝
𝜕𝑦
= 0 
(4.46) 
3. Persamaan Energi 
(
𝜕𝑇
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑇
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑇
𝜕𝑦
) =
1
Pr
𝜕2𝑇
𝜕𝑦2
 
(4.47) 
Pada Persamaan (4.46) ditunjukkan bahwa Persamaan 
momentum tidak terpengaruh oleh variabel 𝑦. Sehingga tekanan 
alirannya hanya bergantung pada sumbu−𝑥. Maka persamaan 
momentum diluar lapisan batas menjadi 
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑡
+ 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑦
= −
𝜕𝑝
𝜕𝑥
+
𝜕2𝑢𝑒
𝜕𝑦2
−
25
16
𝑀𝑢𝑒 
 + 𝛼𝑇 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos𝜃𝑠
) 
(4.48) 
Dengan menggunakan kecepatan aliran bebas 𝑢𝑒 =
3
2
sin (
𝑥 cos𝑥
cos𝜃𝑠
) sehingga diperoleh  
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑡
= 0      ;  
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑦
= 0       ;  
𝜕2𝑢𝑒
𝜕𝑦2
= 0  (4.49) 
Selanjutnya disubtitusikan Persamaan (4.49) pada 
Persamaaan (4.48) diperoleh 
𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
= −
𝜕𝑝
𝜕𝑥
−
25
16
𝑀𝑢𝑒 + 𝛼𝑇 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos𝜃𝑠
) 
dan pada saat 𝑇 = 0 diperoleh persamaan  
−
𝜕𝑝
𝜕𝑥
= 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+
25
16
𝑀𝑢𝑒 (4.50) 
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Kemudian kondisi 𝑇 = 0 Persamaan (4.50) pada Persamaan (4.48) 
𝜕𝑢
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑦
= 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
−
25
16
𝑀(𝑢 − 𝑢𝑒) 
(4.51) 
+ 𝛼𝑇 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
4.2.4 Fungsi Alir 
Pada Tugas Akhir ini digunakan penampang dua dimensi pada 
bidang 𝑥 dan 𝑦 yang hanya memiliki dua komponen kecepatan yaitu 
𝑢 dan 𝑣. Untuk menghubungkan dua fungsi kecepatan tersebut maka 
dikenalkan sebuah fungsi alir. Dengan adanya fungsi alir akan 
menyederhanakan banyaknya persamaan dan membuat komputasi 
hanya pada satu variabel. Fungsi alir ini dinyatakan sebagai berikut: 
𝑢 =
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑦
 
𝑣 = −
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑥
 
Dengan mensubtitusikan persamaan fungsi alir pada 
Persamaan (4.44), (4.51) dan (4.47), maka didapat persamaan 
sebagai berikut: 
1. Persamaan Kontinuitas  
𝜕2𝜓
𝜕𝑥𝜕𝑦
=
𝜕2𝜓
𝜕𝑥𝜕𝑦
 (4.52) 
2. Persamaan Momentum sumbu-𝑥 
1
𝑟
𝜕2𝜓
𝜕𝑡𝜕𝑦
+
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑦
𝜕2𝜓
𝜕𝑥𝜕𝑦
−
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑥
𝜕2𝜓
𝜕𝑦2
= 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+
1
𝑟
𝜕3𝜓
𝜕𝑦3
 
(4.53) −
25
16
𝑀 (
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑦
− 𝑢𝑒) 
+ 𝛼𝑇 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
3. Persamaan Energi 
(
𝜕𝑇
𝜕𝑡
+
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑦
𝜕𝑇
𝜕𝑥
−
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑥
𝜕𝑇
𝜕𝑦
) =
1
Pr
𝜕2𝑇
𝜕𝑦2
 (4.54) 
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Kondisi batasnya dapat dituliskan dalam bentuk fungsi alir menjadi 
𝑡 < 0 ∶ 𝜓 =
𝜕𝜓
𝜕𝑦
= 𝑇 = 0 untuk setiap 𝑥, 𝑦 
 
𝑡 ≥ 0 ∶  𝜓 =
𝜕𝜓
𝜕𝑦
= 0, 𝑇 = 1 untuk setiap 𝑦 = 0 
         
𝜕𝜓
𝜕𝑦
= 𝑢𝑒(𝑥), 𝑇 = 0 saat 𝑦 → ∞ 
 
4.2.5 Persamaan Similaritas 
Persamaan kontinuitas pada Persamaan (4.52) dapat 
dihilangkan dari hasil fungsi alir sehingga Persamaan Pembangun 
hanya ada 2 yaitu persamaan momentum dan persamaan energi. 
Variabel similaritas untuk small time (𝑡 ≤ 𝑡∗) dengan 𝑡∗ sebarang 
nilai yaitu 
𝜓 = 𝑡
1
2𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)      𝑇 = 𝑠(𝑥, 𝜂, 𝑡)     𝜂 =
𝑦
𝑡
1
2
  (4.55) 
Sedangkan untuk large time (𝑡 > 𝑡∗) dengan 𝑡∗ sebarang nilai 
yaitu 
𝜓 = 𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)         𝑇 = 𝑆(𝑥, 𝑌, 𝑡)        𝑌 = 𝑦  (4.56) 
Dengan menerapkan Persamaan (4.55) pada Persamaan (4.53) 
dan (4.54), Persamaan Pembangun untuk small time yaitu 
𝜕3𝑓
𝜕𝜂3
+
𝜂
2
𝜕2𝑓
𝜕𝜂2
+ 𝑡
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
[1 − (
𝜕𝑓
𝜕𝜂
)
2
+ 𝑓
𝜕2𝑓
𝜕𝜂2
] = 
(4.57) 𝑡
𝜕2𝑓
𝜕𝜂𝜕𝑡
+ 𝑡𝑢𝑒 (
𝜕𝑓
𝜕𝜂
𝜕2𝑓
𝜕𝜂𝜕𝑥
−
𝜕𝑓
𝜕𝑥
𝜕2𝑓
𝜕𝜂2
−
1
𝑟
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝑓
𝜕2𝑓
𝜕𝜂2
) 
−
25
16
𝑀𝑡 (1 −
𝜕𝑓
𝜕𝜂
) − 𝛼𝑡𝑠
tan (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
)
𝑢𝑒
 
untuk momentum, dan  
 
𝜕2𝑠
𝜕𝜂2
+
𝐏𝐫𝜂
2
𝜕𝑠
𝜕𝜂
+ 𝐏𝐫𝑡
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
𝑓
𝜕𝑠
𝜕𝜂
= (4.58) 
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𝐏𝐫𝑡 [
𝜕𝑠
𝜕𝑡
+ 𝑢𝑒 (
𝜕𝑓
𝜕𝜂
𝜕𝑠
𝜕𝑥
−
𝜕𝑠
𝜕𝜂
𝜕𝑓
𝜕𝑥
−
1
𝑟
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝑓
𝜕𝑠
𝜕𝜂
)] 
untuk energi. 
 
Dengan kondisi batas sebagai berikut:  
𝑡 < 0  ∶    𝑓 =
𝜕𝑓
𝜕𝜂
= 𝑠 = 0  untuk semua 𝑥, 𝜂 
𝑡 ≥ 0  ∶    𝑓 =
𝜕𝑓
𝜕𝜂
= 0 , 𝑠 = 1 pada saat 𝜂 = 0 
𝜕𝑓
𝜕𝜂
= 𝑢𝑒(𝑥), 𝑠 = 0 pada saat 𝜂 → ∞ 
Sedangkan dengan menerapkan Persamaan (4.56) pada 
Persamaan (4.53) dan (4.54), Persamaan Pembangun untuk large 
time menjadi 
𝜕3𝐹
𝜕𝑌3
+
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
[1 − (
𝜕𝐹
𝜕𝑌
)
2
+ 𝐹
𝜕2𝐹
𝜕𝑌2
)] +
25
16
𝑀 (1 −
𝜕𝐹
𝜕𝑌
) = 
(4.59) 
𝜕2𝐹
𝜕𝑌𝜕𝑡
+ 𝑢𝑒 (
𝜕𝐹
𝜕𝑌
𝜕2𝐹
𝜕𝑌𝜕𝑥
−
𝜕𝐹
𝜕𝑥
𝜕2𝐹
𝜕𝑌2
−
1
𝑟
𝑑𝑟
𝑑𝑥
𝐹
𝜕2𝐹
𝜕𝑌2
) 
untuk momentum, dan  
𝜕2𝑆
𝜕𝑌
+ 𝐏𝐫
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
𝐹
𝜕𝑆
𝜕𝑌
= 
(4.60) 
𝐏𝐫 [
𝜕𝑆
𝜕𝑡
+ 𝑢𝑒 (
𝜕𝐹
𝜕𝑌
𝜕𝑆
𝜕𝑥
−
𝜕𝐹
𝜕𝑥
𝜕𝑆
𝜕𝑌
−
1
𝑟
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝐹
𝜕𝑆
𝜕𝑌
)] 
untuk energi, dengan kondisi batas sebagai berikut: 
𝐹 =
𝜕𝐹
𝜕𝑌
= 0, 𝑆 = 1  saat 𝑌 = 0 
𝜕𝐹
𝜕𝑌
= 1,   𝑆 = 0   saat 𝑌 → ∞ 
Pada Tugas Akhir ini sudut pengamatannya yaitu 𝑥 ≈ 0 atau 
dititik stagnasi sehingga nilai 
𝑢𝑒(𝑥)  = 0  (4.61) 
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
 =
3
2 cos 𝜃𝑠
 (4.62) 
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tan (
𝑥 cos 𝑥
cos𝜃𝑠
)
𝑢𝑒
 =
2
3
 (4.63) 
Dengan mensubstitusi Persamaan (4.61), (4.62), (4.63) ke 
Persamaan Pembangun untuk small time (4.57), (4.58) dan large 
time (4.59), (4.60) sehingga Persamaan Pembangunnya menjadi 
sebagai berikut: 
1.    Untuk small time (𝑡 < 𝑡∗) 
𝜕3𝑓
𝜕𝜂3
+
𝜂
2
𝜕2𝑓
𝜕𝜂2
+
3𝑡
2 cos𝜃𝑠
[1 − (
𝜕𝑓
𝜕𝜂
)
2
+ 𝑓
𝜕2𝑓
𝜕𝜂2
] = 
(4.64) 
𝑡
𝜕2𝑓
𝜕𝜂𝜕𝑡
−
25
16
𝑀𝑡 (1 −
𝜕𝑓
𝜕𝜂
) −
3
2
𝛼𝑡𝑠 
untuk momentum, dan  
𝜕2𝑠
𝜕𝜂2
+
𝐏𝐫𝜂
2
𝜕𝑠
𝜕𝜂
+
3𝐏𝐫𝑡
2 cos 𝜃𝑠
𝑓
𝜕𝑠
𝜕𝜂
= 𝐏𝐫𝑡
𝜕𝑠
𝜕𝑡
 
(4.65) 
untuk energi. 
Misalkan 
𝜕𝑓
𝜕𝜂
= 𝑓′ dan 
𝜕𝑠
𝜕𝜂
= 𝑠′ sehingga didapat 
𝑓′′′ +
𝜂
2
𝑓′′ + 𝑡
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
[1 − (𝑓′)2 + 𝑓𝑓′′] = 
(4.66) 
𝑡
𝜕𝑓′
𝜕𝑡
−
25
16
𝑀𝑡(1 − 𝑓′) −
3
2
𝛼𝑡𝑠 
 
𝑠′′ +
𝐏𝐫𝜂
2
𝑠′ +
3𝐏𝐫𝑡
2 cos 𝜃𝑠
𝑓𝑠′ = 𝐏𝐫𝑡
𝜕𝑠
𝜕𝑡
 (4.67) 
dengan kondisi batas sebagai berikut: 
𝑡 < 0   ∶    𝑓 = 𝑓′ = 𝑠 = 0  untuk semua 𝑥, 𝜂 
𝑡 ≥ 0  ∶     𝑓 = 𝑓′ = 0, 𝑠 = 1  pada saat 𝜂 = 0 
𝑓′ = 1, 𝑠 = 0 pada saat 𝜂 → ∞ 
 
2.    Untuk large time (𝑡 > 𝑡∗) 
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𝜕3𝐹
𝜕𝑌3
+
3
2 cos 𝜃𝑠
[1 − (
𝜕𝐹
𝜕𝑌
)
2
+ 𝐹
𝜕2𝐹
𝜕𝑌2
)] = 
(4.68) 
𝜕2𝐹
𝜕𝑌𝜕𝑡
−
25
16
𝑀 (1 −
𝜕𝐹
𝜕𝑌
) +
2
3
𝛼𝑆 
 
𝜕2𝑆
𝜕𝑌
+
3𝐏𝐫
2 cos 𝜃𝑠
𝐹
𝜕𝑆
𝜕𝑌
= 𝐏𝐫 
𝜕𝑆
𝜕𝑡
 
  (4.69) 
Misalkan 
𝜕𝐹
𝜕𝑌
= 𝐹′ dan 
𝜕𝑆
𝜕𝑌
= 𝑆′ sehingga didapatkan.. 
𝐹′′′ +
3
2 cos 𝜃𝑠
[1 − (𝐹′)2 + 𝐹𝐹′′)] = 
(4.70) 
𝜕𝐹′
𝜕𝑡
−
25
16
𝑀(1 − 𝐹′) +
2
3
𝛼𝑆 
 
𝑆′′ +
3𝐏𝐫
2 cos 𝜃𝑠
𝐹𝑆′ = 𝐏𝐫 𝑆′ (4.71) 
dengan kondisi batas 
𝐹 = 𝐹′ = 0, 𝑆 = 1  saat 𝑌 = 0 
𝐹′ = 1,   𝑆 = 0   saat 𝑌 → ∞ 
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BAB V 
PENYELESAIAN MODEL MATEMATIKA 
 
       Pada bab ini dibahas penyelesaian dan simulasi numerik dari 
model matematika dari magnetohidrodinamik yang tak tunak pada 
lapisan batas yang mengalir melalui bola di dalam fluida mikrokutub 
di bawah pengaruh medan magnet. Penyelesaian yang digunakan 
untuk model matematika yang diperoleh adalah dengan 
menggunakan metode Keller-Box. Metode Keller-Box adalah 
metode yang tepat dan efisien untuk penyelesaian persamaan-
persamaan magnetohidrodinamik yang tak tunak pada lapisan batas 
yang mengalir melalui bola di dalam fluida mikrokutub di bawah 
pengaruh medan magnet karena persamaan-persamaan dari sistem 
tersebut merupakan Persamaan Diferensial Parsial Parabolik.  
 
5.1 Langkah-langkah Metode Keller-Box 
Pada langkah pertama, dilakukan proses merubah persamaan-
persamaan orde tinggi menjadi persamaan-persamaan orde pertama 
dan melakukan permisalan fungsi sebagai berikut : 
1. Waktu Kecil (Small Time) 
𝑓′ = 𝑢 (5.1) 
𝑓′′ = 𝑣 (5.2) 
𝑠′ = 𝑞 (5.3) 
Dengan memisalkan Persamaan (5.1), (5.2), (5.3) ke Persamaan 
(4.68) dan (4.69), maka diperoleh : 
𝑣′ +
𝜂
2
𝑣 +
3𝑡
2 cos 𝜃𝑠
(1 − 𝑢2 + 𝑓𝑣) +
25
16
𝑀𝑡(1 − 𝑢) +
3
2
𝛼𝑡𝑠 = 𝑡
𝜕𝑢
𝜕𝑡
 (5.4) 
𝑞′ +
𝐏𝐫
2
𝜂𝑞 +
3
2 cos 𝜃𝑠
𝐏𝐫𝑡𝑓𝑞 = 𝐏𝐫𝑡
𝜕𝑠
𝜕𝑡
 (5.5) 
 
2. Waktu Besar (Large Time) 
𝐹′ = 𝑈 (5.6) 
𝐹′′ = 𝑉  (5.7) 
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𝑆′ = 𝑄 (5.8) 
Dengan memisalkan Persamaan (5.6), (5.7), (5.8) ke 
Persamaan (4.68) dan (4.69), maka diperoleh : 
𝑉′ +
3
2 cos 𝜃𝑠
[1 − (𝑈)2 + 𝐹𝑉)] =
𝜕𝑈
𝜕𝑡
−
25
16
𝑀(1 − 𝑈) +
2
3
𝛼𝑆 
(5.9) 
𝑄′ +
3𝐏𝐫
2 cos 𝜃𝑠
𝐹𝑄 = 𝐏𝐫
𝜕𝑆
𝜕𝑡
 
(5.10) 
 
Pada langkah kedua dilakukan proses diskritisasi pada model 
matematika yang diperoleh pada waktu kecil (Small Time) dan pada 
waktu besar (Large Time). Pada Persamaan (5.1) sampai dengan  
(5.3) dan Persamaan (5.6) sampai dengan (5.8) menggunakan titik 
pusat atau titik tengah (𝜂
𝑗−
1
2
, 𝑡𝑛) pada ruas 𝑃1𝑃2 dengan beda hingga 
pusat. Sedangkan untuk persamaan-persamaan yang tak linier 
seperti Persamaan (5.4) sampai dengan (5.5) dan Persamaan (5.9) 
sampai dengan (5.10) digunakan titik pusat atau titik  tengah 
(𝜂
𝑗−
1
2
, 𝑡𝑛−
1
2) pada segi empat 𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4.  Untuk lebih memahami 
pernyataan di atas lihat Gambar 5.1 berikut. 
 
Gambar 5.1 Gambar Stensil Beda Hingga 
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1. Diskritisasi Waktu Kecil (Small Time) 
Hasil dari diskritisasi Persamaan (5.1) sampai dengan (5.3) 
menggunakan titik tengah (𝜂
𝑗−
1
2
, 𝑡𝑛) pada ruas 𝑃1𝑃2 dan Persamaan 
(5.4) dan (5.5) dengan menggunakan titik tengah (𝜂
𝑗−
1
2
, 𝑡𝑛−
1
2) pada 
segi empat 𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4 adalah 
(𝑓𝑗
𝑛 − 𝑓𝑗−1
𝑛 )
𝑙𝑗
= 𝑢
𝑗−
1
2
𝑛  (5.11) 
(𝑢𝑗
𝑛 − 𝑢𝑗−1
𝑛 )
𝑙𝑗
= 𝑣
𝑗−
1
2
𝑛  (5.12) 
(𝑠𝑗
𝑛 − 𝑠𝑗−1
𝑛 )
𝑙𝑗
= 𝑞
𝑗−
1
2
𝑛  (5.13) 
  
(
𝑣𝑗
𝑛 − 𝑣𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) +
𝜂
𝑗−
1
2
2
𝑣
𝑗−
1
2
𝑛 + (1 − (𝑢
𝑗−
1
2
𝑛 )
2
+ 𝑓
𝑗−
1
2
𝑛 𝑣
𝑗−
1
2
𝑛 ) 
+
25
16
𝑀𝑡𝑛 (1 − 𝑢
𝑗−
1
2
𝑛 ) +
2
3
𝛼𝑡𝑛𝑠
𝑗−
1
2
𝑛 − 2
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑢
𝑗−
1
2
𝑛 = 
−(
𝑣𝑗
𝑛−1 − 𝑣𝑗−1
𝑛−1
𝑙𝑗
) −
𝜂
𝑗−
1
2
2
𝑣
𝑗−
1
2
𝑛−1 − (1 − (𝑢
𝑗−
1
2
𝑛−1)
2
+ 𝑓
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑣
𝑗−
1
2
𝑛−1) 
−
25
16
𝑀𝑡𝑛−1 (1 − 𝑢
𝑗−
1
2
𝑛−1) −
2
3
𝛼𝑡𝑛−1𝑠
𝑗−
1
2
𝑛−1 − 2
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑢
𝑗−
1
2
𝑛−1 
(5.14) 
  
(
𝑞𝑗
𝑛 − 𝑞𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) + 𝑃𝑟
𝜂
𝑗−
1
2
𝑛
2
𝑞
𝑗−
1
2
𝑛 + 𝑃𝑟𝑡𝑛𝑓
𝑗−
1
2
𝑛 𝑞
𝑗−
1
2
𝑛 − 2
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑠
𝑗−
1
2
𝑛 = 
−(
𝑞𝑗
𝑛−1 − 𝑞𝑗−1
𝑛−1
𝑙𝑗
) − 𝑃𝑟
𝜂
𝑗−
1
2
𝑛−1
2
𝑞
𝑗−
1
2
𝑛−1 − 𝑃𝑟𝑡𝑛−1𝑓
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑞
𝑗−
1
2
𝑛−1 
−2
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑠
𝑗−
1
2
𝑛−1 
(5.15) 
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2. Diskritisasi Waktu Besar (Large Time) 
Hasil dari diskritisasi Persamaan (5.6) sampai dengan (5.8) 
menggunakan titik tengah (𝜂
𝑗−
1
2
, 𝑡𝑛) pada ruas 𝑃1𝑃2 dan Persamaan 
(5.9) dan (5.10) dengan menggunakan titik tengah (𝜂
𝑗−
1
2
, 𝑡𝑛−
1
2) pada 
segi empat 𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4 adalah 
(𝐹𝑗
𝑛 − 𝐹𝑗−1
𝑛 )
𝑙𝑗
= 𝑈
𝑗−
1
2
𝑛  (5.16) 
(𝑈𝑗
𝑛 − 𝑈𝑗−1
𝑛 )
𝑙𝑗
= 𝑉
𝑗−
1
2
𝑛  (5.17) 
(𝐻𝑗
𝑛 − 𝐻𝑗−1
𝑛 )
𝑙𝑗
= 𝑄
𝑗−
1
2
𝑛  (5.18) 
  
(
𝑉𝑗
𝑛 − 𝑉𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) + (1 − (𝑈
𝑗−
1
2
𝑛 )
2
+ 𝐹
𝑗−
1
2
𝑛 𝑉
𝑗−
1
2
𝑛 ) +
25
16
𝑀 (1 − 𝑈
𝑗−
1
2
𝑛 ) 
+
2
3
𝛼𝑆
𝑗−
1
2
𝑛 − 2
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑈
𝑗−
1
2
𝑛 = −(
𝑉𝑗
𝑛−1 − 𝑉𝑗−1
𝑛−1
𝑙𝑗
) 
−(1 − (𝑈
𝑗−
1
2
𝑛−1)
2
+ 𝐹
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑉
𝑗−
1
2
𝑛−1) −
25
16
𝑀 (1 − 𝑈
𝑗−
1
2
𝑛−1)
−
2
3
𝛼𝑆
𝑗−
1
2
𝑛−1 
−2
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑈
𝑗−
1
2
𝑛−1 
(5.19) 
  
(
𝑄𝑗
𝑛 − 𝑄𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) + 𝑃𝑟𝐹
𝑗−
1
2
𝑛 𝑄
𝑗−
1
2
𝑛 − 2
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑆
𝑗−
1
2
𝑛 = 
−(
𝑄𝑗
𝑛−1 − 𝑄𝑗−1
𝑛−1
𝑙𝑗
) − 𝑃𝑟𝐹
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑄
𝑗−
1
2
𝑛−1 − 2
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑆
𝑗−
1
2
𝑛−1
 
(5.20) 
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Dengan 𝑙𝑗 adalah step size untuk  , sedangkan 𝑘
𝑛 step size dari 
waktu dimana 
( )
𝑗−
1
2
𝑛 =
1
2
[( )𝑗
𝑛 + ( )𝑗−1
𝑛 ] 
( )𝑗
𝑛−
1
2 =
1
2
[( )𝑗
𝑛 + ( )𝑗
𝑛−1] 
        
Pada langkah ketiga dilakukan proses pelinieran persamaan-
persamaan yang diperoleh dengan menggunakan metode Newtonian 
yang kemudian disajikan dalam bentuk matriks vektor. Persamaan-
persamaan yang dimaksud adalah Persamaan (5.11) – (5.20). 
Sebelum melakukan proses pelinieran, diperkenalkan bentuk iterasi 
untuk metode Newton sebagai berikut : 
1. Pada Waktu Kecil (Small Time) 
𝑓𝑗
(𝑖+1)
= 𝑓𝑗
(𝑖)
+ 𝛿𝑓𝑗
(𝑖)
 
𝑢𝑗
(𝑖+1)
= 𝑢𝑗
(𝑖)
+ 𝛿𝑢𝑗
(𝑖)
 
𝑣𝑗
(𝑖+1) = 𝑣𝑗
(𝑖) + 𝛿𝑣𝑗
(𝑖)
 
𝑠𝑗
(𝑖+1) = 𝑠𝑗
(𝑖) + 𝛿𝑠𝑗
(𝑖)
 
𝑞𝑗
(𝑖+1)
= 𝑞𝑗
(𝑖)
+ 𝛿𝑞𝑗
(𝑖)
 
(5.21) 
Kemudian dilakukan subtitusi dari bentuk iterasi (5.21)  ke 
sistem Persamaan (5.11) sampai dengan (5.15) dengan 
menghilangkan orde tinggi pada 𝛿𝑓𝑗
(𝑖)
, 𝛿𝑢𝑗
(𝑖)
, 𝛿𝑣𝑗
(𝑖)
, 𝛿𝑠𝑗
(𝑖)
, 𝛿𝑞𝑗
(𝑖)
, 
sehingga diperoleh Persamaan-persamaan sebagai berikut : 
(𝛿𝑓𝑗 − 𝛿𝑓𝑗−1) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑢𝑗 − 𝛿𝑢𝑗−1) = −(𝑓𝑗
𝑛 − 𝑓𝑗−1
𝑛 ) +
𝑙𝑗
2
(𝑢𝑗
𝑛 − 𝑢𝑗−1
𝑛 ) (5.22) 
(𝛿𝑢𝑗 − 𝛿𝑢𝑗−1) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑣𝑗 − 𝛿𝑣𝑗−1) = −(𝑢𝑗
𝑛 − 𝑢𝑗−1
𝑛 ) +
𝑙𝑗
2
(𝑣𝑗
𝑛 − 𝑣𝑗−1
𝑛 ) (5.23) 
(𝛿ℎ𝑗 − 𝛿ℎ𝑗−1) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑞𝑗 − 𝛿𝑞𝑗−1) = −(ℎ𝑗
𝑛 − ℎ𝑗−1
𝑛 ) +
𝑙𝑗
2
(𝑞𝑗
𝑛 − 𝑞𝑗−1
𝑛 ) (5.24) 
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Dengan memberikan pemisalan pada Persamaaan (5.22) 
sampai dengan (5.24)  
(𝑟1)𝑗 = −(𝑓𝑗
𝑛 − 𝑓𝑗−1
𝑛 ) +
𝑙𝑗
2
(𝑢𝑗
𝑛 − 𝑢𝑗−1
𝑛 ) 
(𝑟2)𝑗 = −(𝑢𝑗
𝑛 − 𝑢𝑗−1
𝑛 ) +
𝑙𝑗
2
(𝑣𝑗
𝑛 − 𝑣𝑗−1
𝑛 ) 
(𝑟3)𝑗 = −(ℎ𝑗
𝑛 − ℎ𝑗−1
𝑛 ) +
𝑙𝑗
2
(𝑞𝑗
𝑛 − 𝑞𝑗−1
𝑛 ) 
Sehingga Persamaan (5.22) sampai dengan (5.24) berubah menjadi 
(𝛿𝑓𝑗 − 𝛿𝑓𝑗−1) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑢𝑗 − 𝛿𝑢𝑗−1) = (𝑟1)𝑗 (5.25) 
(𝛿𝑢𝑗 − 𝛿𝑢𝑗−1) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑣𝑗 − 𝛿𝑣𝑗−1) = (𝑟2)𝑗 (5.26) 
(𝛿ℎ𝑗 − 𝛿ℎ𝑗−1) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑞𝑗 − 𝛿𝑞𝑗−1) = (𝑟3)𝑗 (5.27) 
Dan untuk Persamaan (5.14) dan (5.15) dilakukan pemisalan 
sebagai berikut: 
(𝑟4)𝑗 = −(
𝑣𝑗
𝑛 − 𝑣𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) −
𝜂
𝑗−
1
2
2
𝑣
𝑗−
1
2
𝑛 − (1 − (𝑢
𝑗−
1
2
𝑛 )
2
+ 𝑓
𝑗−
1
2
𝑛 𝑣
𝑗−
1
2
𝑛 ) 
−𝑀𝑡𝑛 (1 − 𝑢
𝑗−
1
2
𝑛 ) +
2
3
𝛼𝑡𝑛𝑠
𝑗−
1
2
𝑛 − 2
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑢
𝑗−
1
2
𝑛  
−(
𝑣𝑗
𝑛−1 − 𝑣𝑗−1
𝑛−1
𝑙𝑗
) −
𝜂
𝑗−
1
2
2
𝑣
𝑗−
1
2
𝑛−1 
−(1 − (𝑢
𝑗−
1
2
𝑛−1)
2
+ 𝑓
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑣
𝑗−
1
2
𝑛−1) −
25
16
𝑀𝑡𝑛−1 (1 − 𝑢
𝑗−
1
2
𝑛−1)  
−
2
3
𝛼𝑡𝑛−1𝑠
𝑗−
1
2
𝑛−1 − 2
𝑡
𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑢
𝑗−
1
2
𝑛−1 − 2
𝑡
𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑢
𝑗−
1
2
𝑛−1  
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(𝑟5)𝑗 = −(
𝑞𝑗
𝑛 − 𝑞𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) − 𝑃𝑟
𝜂
𝑗−
1
2
𝑛
2
𝑞
𝑗−
1
2
𝑛 − 𝑃𝑟𝑡𝑛𝑓
𝑗−
1
2
𝑛 𝑞
𝑗−
1
2
𝑛  
+2
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑠
𝑗−
1
2
𝑛 − (
𝑞𝑗
𝑛−1 − 𝑞𝑗−1
𝑛−1
𝑙𝑗
) − 𝑃𝑟
𝜂
𝑗−
1
2
𝑛−1
2
𝑞
𝑗−
1
2
𝑛−1 
−𝑃𝑟𝑡𝑛−1𝑓
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑞
𝑗−
1
2
𝑛−1 − 2
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑠
𝑗−
1
2
𝑛−1 
(𝑎1)𝑗 =
3
4 cos 𝜃𝑠
𝑡𝑛𝑓
𝑗−
1
2
𝑛  
(𝑎2)𝑗 = (𝑎1)𝑗 
(𝑎3)𝑗 = −
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑡𝑛𝑢
𝑗−
1
2
𝑛 −
25
32
𝑀𝑡𝑛 −
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
 
(𝑎4)𝑗 = (𝑎3)𝑗 
(𝑎5)𝑗 =
1
𝑙𝑗
+
𝑛
𝑗−
1
2
4
+
3
4 cos 𝜃𝑠
𝑡𝑛𝑓
𝑗−
1
2
𝑛  
(𝑎6)𝑗 = −
1
𝑙𝑗
+
𝑛
𝑗−
1
2
4
+
3
4 cos𝜃𝑠
𝑡𝑛𝑓
𝑗−
1
2
𝑛  
 
(𝑏1)𝑗 =
1
𝑙𝑗
+ 𝐏𝐫
𝜂
𝑗−
1
2
4
+
3
4 cos 𝜃𝑠
𝐏𝐫𝑡𝑛𝑓
𝑗−
1
2
𝑛  
(𝑏2)𝑗 = −
1
𝑙𝑗
+ 𝐏𝐫
𝜂
𝑗−
1
2
4
+
3
4 cos 𝜃𝑠
𝐏𝐫𝑡𝑛𝑓
𝑗−
1
2
𝑛  
(𝑏3)𝑗 =
3
4 cos 𝜃𝑠
𝐏𝐫 𝑡𝑛𝑞
𝑗−
1
2
𝑛  
(𝑏4)𝑗 = (𝑏3)𝑗 
(𝑏5)𝑗 = 𝐏𝐫
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
 
(𝑏6)𝑗 = (𝑏5)𝑗 
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Sehingga diperoleh bentuk  
(𝑎1)𝑗𝛿𝑓𝑗 + (𝑎2)𝑗𝛿𝑓𝑗−1 + (𝑎3)𝛿𝑢𝑗 + (𝑎4)𝑗𝛿𝑢𝑗−1 + 
(𝑎5)𝑗𝛿𝑣𝑗 + (𝑎6)𝑗𝛿𝑣𝑗−1 = (𝑟4)𝑗  
(5.28) 
(𝑏1)𝑗𝛿𝑞𝑗 + (𝑏2)𝑗𝛿𝑞𝑗−1 + (𝑏3)𝑗𝛿𝑓𝑗 + (𝑏4)𝑗𝛿𝑓𝑗−1 + 
(𝑏5)𝑗𝛿𝑣𝑗 + (𝑏6)𝑗𝛿𝑣𝑗−1 = (𝑟5)𝑗 
(5.29) 
Berdasarkan pada kondisi batas pada (4.66) sampi dengan 
(4.67), maka dapat dinyatakan bahwa 𝛿𝑓0 = 0 , 𝛿𝑢0 = 0 , 𝛿𝑠0 =
0 , 𝛿𝑢𝑁 = 0 , dan 𝛿𝑠𝑁 = 0. 
 
2. Pada Waktu Besar (Large Time) 
𝐹𝑗
(𝑖+1)
= 𝐹𝑗
(𝑖)
+ 𝛿𝐹𝑗
(𝑖)
 
𝑈𝑗
(𝑖+1)
= 𝑈𝑗
(𝑖)
+ 𝛿𝑈𝑗
(𝑖)
 
𝑉𝑗
(𝑖+1) = 𝑉𝑗
(𝑖) + 𝛿𝑉𝑗
(𝑖)
 
𝑆𝑗
(𝑖+1) = 𝑆𝑗
(𝑖) + 𝛿𝑆𝑗
(𝑖) 
𝑄𝑗
(𝑖+1)
= 𝑄𝑗
(𝑖)
+ 𝛿𝑄𝑗
(𝑖)
 
(5.30) 
Kemudian dilakukan subtitusi dari bentuk iterasi (5.21)  ke 
sistem Persamaan (5.11) sampai dengan (5.15) dengan 
menghilangkan orde tinggi pada 𝛿𝐹𝑗
(𝑖)
, 𝛿𝑈𝑗
(𝑖)
, 𝛿𝑉𝑗
(𝑖)
, 𝛿𝑆𝑗
(𝑖)
, 𝛿𝑄𝑗
(𝑖)
, 
sehingga diperoleh persamaan-persamaan sebagai berikut: 
(𝛿𝐹𝑗 − 𝛿𝐹𝑗−1) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑈𝑗 − 𝛿𝑈𝑗−1) = −(𝐹𝑗
𝑛 − 𝐹𝑗−1
𝑛 ) +
𝑙𝑗
2
(𝑈𝑗
𝑛 − 𝑈𝑗−1
𝑛 )  (5.31) 
(𝛿𝑈𝑗 − 𝛿𝑈𝑗−1) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑉𝑗 − 𝛿𝑉𝑗−1) = −(𝑈𝑗
𝑛 − 𝑈𝑗−1
𝑛 ) +
𝑙𝑗
2
(𝑉𝑗
𝑛 − 𝑉𝑗−1
𝑛 ) (5.32) 
(𝛿𝐻𝑗 − 𝛿𝐻𝑗−1) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑄𝑗 − 𝛿𝑄𝑗−1) = −(𝑆𝑗
𝑛 − 𝑆𝑗−1
𝑛 ) +
𝑙𝑗
2
(𝑄𝑗
𝑛 − 𝑄𝑗−1
𝑛 ) (5.33) 
Dengan memberikan pemisalan pada Persamaaan (5.31) 
sampai dengan (5.33) sebagai berikut: 
(𝑟1)𝑗 = −(𝐹𝑗
𝑛 − 𝐹𝑗−1
𝑛 ) +
𝑙𝑗
2
(𝑈𝑗
𝑛 − 𝑈𝑗−1
𝑛 ) 
(𝑟2)𝑗 = −(𝑈𝑗
𝑛 − 𝑈𝑗−1
𝑛 ) +
𝑙𝑗
2
(𝑉𝑗
𝑛 − 𝑉𝑗−1
𝑛 ) 
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(𝑟3)𝑗 = −(𝑆𝑗
𝑛 − 𝑆𝑗−1
𝑛 ) +
𝑙𝑗
2
(𝑄𝑗
𝑛 − 𝑄𝑗−1
𝑛 ) 
Sehingga Persamaan (5.31) sampai dengan (5.33) berubah 
bentuknya menjadi 
(𝛿𝐹𝑗 − 𝛿𝐹𝑗−1) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑈𝑗 − 𝛿𝑈𝑗−1) = (𝑟1)𝑗  (5.34) 
(𝛿𝑈𝑗 − 𝛿𝑈𝑗−1) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑉𝑗 − 𝛿𝑉𝑗−1) = (𝑟2)𝑗 (5.35) 
(𝛿𝐻𝑗 − 𝛿𝐻𝑗−1) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑄𝑗 − 𝛿𝑄𝑗−1) = (𝑟3)𝑗 (5.36) 
Dan untuk Persamaan (5.19) dan (5.20) dilakukan pemisalan 
(𝑟4)𝑗 = −(
𝑉𝑗
𝑛 − 𝑉𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) − (1 − (𝑈
𝑗−
1
2
𝑛 )
2
+ 𝐹
𝑗−
1
2
𝑛 𝑉
𝑗−
1
2
𝑛 ) 
−
25
16
𝑀 (1 − 𝑈
𝑗−
1
2
𝑛 ) −
2
3
𝛼𝑆
𝑗−
1
2
𝑛 + 2
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑈
𝑗−
1
2
𝑛  
−(
𝑉𝑗
𝑛−1 − 𝑉𝑗−1
𝑛−1
𝑙𝑗
) − (1 − (𝑈
𝑗−
1
2
𝑛−1)
2
+ 𝐹
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑉
𝑗−
1
2
𝑛−1) 
−
25
16
𝑀 (1 − 𝑈
𝑗−
1
2
𝑛−1) −
2
3
𝛼𝑆
𝑗−
1
2
𝑛−1 − 2
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑈
𝑗−
1
2
𝑛−1 
         
(𝑟5)𝑗 = −(
𝑄𝑗
𝑛 − 𝑄𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) − 𝑃𝑟𝐹
𝑗−
1
2
𝑛 𝑄
𝑗−
1
2
𝑛 + 2
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑆
𝑗−
1
2
𝑛  
−(
𝑄𝑗
𝑛−1 − 𝑄𝑗−1
𝑛−1
𝑙𝑗
) − 𝑃𝑟𝐹
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑄
𝑗−
1
2
𝑛−1 − 2
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑆
𝑗−
1
2
𝑛−1 
(𝑎1)𝑗 =
3
4 cos 𝜃𝑠
𝑉
𝑗−
1
2
𝑛  
(𝑎2)𝑗 = (𝑎1)𝑗 
(𝑎3)𝑗 = −
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑈
𝑗−
1
2
𝑛 −
25
32
𝑀 −
1
𝑘𝑛
 
(𝑎4)𝑗 = (𝑎3)𝑗 
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(𝑎5)𝑗 =
1
𝑙𝑗
+
3
4 cos𝜃𝑠
𝐹
𝑗−
1
2
𝑛  
(𝑎6)𝑗 = −
1
𝑙𝑗
+
3
4 cos𝜃𝑠
𝐹
𝑗−
1
2
𝑛  
 
(𝑏1)𝑗 =
1
𝑙𝑗
+
3
4 cos 𝜃𝑠
𝐏𝐫𝐹
𝑗−
1
2
𝑛  
(𝑏2)𝑗 = −
1
𝑙𝑗
+
3
4 cos 𝜃𝑠
𝐏𝐫𝐹
𝑗−
1
2
𝑛  
(𝑏3)𝑗 =
3
4 cos 𝜃𝑠
𝐏𝐫 𝑄
𝑗−
1
2
𝑛  
(𝑏4)𝑗 = (𝑏3)𝑗 
(𝑏5)𝑗 =
𝐏𝐫
𝑘𝑛
 
(𝑏6)𝑗 = (𝑏5)𝑗 
Sehingga diperoleh bentuk  
(𝑎1)𝑗𝛿𝐹𝑗 + (𝑎2)𝑗𝛿𝐹𝑗−1 + (𝑎3)𝛿𝑈𝑗 + (𝑎4)𝑗𝛿𝑈𝑗−1 +  
(𝑎5)𝑗𝛿𝑉𝑗 + (𝑎6)𝑗𝛿𝑉𝑗−1 = (𝑟4)𝑗 
(5.37) 
(𝑏1)𝑗𝛿𝑄𝑗 + (𝑏2)𝑗𝛿𝑄𝑗−1 + (𝑏3)𝑗𝛿𝐹𝑗 + (𝑏4)𝑗𝛿𝐹𝑗−1 + 
(𝑏5)𝑗𝛿𝑉𝑗 + (𝑏6)𝑗𝛿𝑉𝑗−1 = (𝑟5)𝑗 
(5.38) 
Berdasarkan pada kondisi batas pada (4.70) – (4.71), maka 
dapat dinyatakan bahwa 𝛿𝐹0 = 0 , 𝛿𝑈0 = 0 , 𝛿𝑆0 = 0 , 𝛿𝑈𝑁 =
0 , dan 𝛿𝑆𝑁 = 0. 
 
     Pada langkah keempat, hasil dari proses pelinieran diselesaikan 
dengan menggunakan teknik eliminasi matriks blok tridiagonal. 
Persamaan-persamaan dari hasil linierisasi di atas dapat diselesaikan 
dengan Teknik Eliminasi Blok Tridiagonal yang berupa matriks 
blok. Hal ini yang merupakan ciri dari penyelesaian dengan metode 
Keller-Box, karena pada penyelesaian dengan matriks tridiagonal, 
pada umumnya elemen-elemennya berisi konstanta-konstanta. Hasil 
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dari proses linierisasi tersebut dapat dibentuk matriks blok 
tridiagonal dengan cara dinyatakan dalam keadaan yaitu saat 𝑗 =
1 , 𝑗 = 𝑁 − 1 , dan , 𝑗 = 𝑁 sebagai berikut : 
Saat 𝑗 = 1, maka diperoleh persamaan sebagai berikut: 
(𝛿𝑓1 − 𝛿𝑓0) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑢1 − 𝛿𝑢0) = (𝑟1)1 (5.39) 
(𝛿𝑢1 − 𝛿𝑢0) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑣1 − 𝛿𝑣0) = (𝑟2)1 (5.40) 
(𝛿𝑠1 − 𝛿𝑠0) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑞1 − 𝛿𝑞0) = (𝑟3)1 (5.41) 
(𝑎1)1𝛿𝑓1 + (𝑎2)1𝛿𝑓0 + (𝑎3)1𝛿𝑢1 + (𝑎4)1𝛿𝑢0 + 
(𝑎5)1𝛿𝑣1 + (𝑎6)1𝛿𝑣0 = (𝑟4)1 
(5.42) 
(𝑏1)1𝛿𝑞1 + (𝑏2)1𝛿𝑞0 + (𝑏3)1𝛿𝑓1 + (𝑏4)1𝛿𝑓0 + 
(𝑏5)1𝛿𝑣1 + (𝑏6)1𝛿𝑣0 = (𝑟5)1 
(5.43) 
Dengan kondisi batas 𝛿𝑓0 = 0 , 𝛿𝑢0 = 0 , 𝛿𝑠0 = 0, maka 
sistem Persamaan (5.39) sampai dengan (5.43) dapat  dinyatakan 
dalam bentuk matriks sebagai berikut : 
[
 
 
 
 
 
 
0 0 1 0 0
−
𝑙1
2
0 0 −
𝑙1
2
0
0 −
𝑙1
2
0 0 −
𝑙1
2
(𝑎6)1 0 (𝑎1)1 (𝑎5)1 0
0 (𝑏2)1 (𝑏3)1 0 (𝑏1)1]
 
 
 
 
 
 
[
 
 
 
 
𝛿𝑣0
𝛿𝑞0
𝛿𝑓1
𝛿𝑣1
𝛿𝑞1]
 
 
 
 
+ 
[
 
 
 
 
 −
𝑙1
2
0 0    0    0
1 0 0    0    0
0 1 0    0    0
(𝑎3)1 0 0    0    0
0 (𝑏5)1 0    0    0]
 
 
 
 
 
[
 
 
 
 
𝛿𝑢1
𝛿𝑠1
𝛿𝑓2
𝛿𝑣2
𝛿𝑞2]
 
 
 
 
=
[
 
 
 
 
(𝑟1)1
(𝑟2)1
(𝑟3)1
(𝑟4)1
(𝑟5)1]
 
 
 
 
 
Saat 𝑗 = 1, dapat dinyatakan secara sederhana sebagai [𝐴1][𝛿1] +
[𝐶1][𝛿2] = [𝑟1]. 
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Saat 𝑗 = 𝑁 − 1, maka diperoleh persamaan sebagai berikut: 
(𝛿𝑓𝑁−1 − 𝛿𝑓𝑁−2) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑢𝑁−1 − 𝛿𝑢𝑁−2) = (𝑟1)𝑁−1 (5.44) 
(𝛿𝑢𝑁−1 − 𝛿𝑢𝑁−2) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑣𝑁−1 − 𝛿𝑣𝑁−2) = (𝑟2)𝑁−1 (5.45) 
(𝛿ℎ𝑁−1 − 𝛿ℎ𝑁−2) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑞𝑁−1 − 𝛿𝑞𝑁−2) = (𝑟3)𝑁−1 (5.46) 
(𝑎1)𝑁−1𝛿𝑓𝑁−1 + (𝑎2)𝑁−1𝛿𝑓𝑁−2 + (𝑎3)𝛿𝑢𝑁−1 
+(𝑎4)𝑁−1𝛿𝑢𝑁−2 + (𝑎5)𝑁−1𝛿𝑣𝑁−1 + (𝑎6)𝑁−1𝛿𝑣𝑁−2 
= (𝑟4)𝑁−1 
(5.47) 
(𝑏1)𝑁−1𝛿𝑞𝑁−1 + (𝑏2)𝑁−1𝛿𝑞𝑁−2 + (𝑏3)𝑁−1𝛿𝑓𝑁−1 
+(𝑏4)𝑁−1𝛿𝑓𝑁−2 + (𝑏5)𝑁−1𝛿𝑣𝑁−1+(𝑏6)𝑁−1𝛿𝑣𝑁−2 
= (𝑟5)𝑁−1 
(5.48) 
Persamaan (5.44) sampai dengan (5.48) dapat  dinyatakan 
dalam bentuk matriks sebagai berikut: 
[
 
 
 
 
 
 
0 0 −1 0 0
0 0 0 −
𝑙𝑁−1
2
0
0 0 0 0 −
𝑙𝑁−1
2
0 0 (𝑎2)𝑁−1 (𝑎6)𝑁−1 0
0 0 (𝑏4)𝑁−1 0 (𝑏2)𝑁−1]
 
 
 
 
 
 
[
 
 
 
 
𝛿𝑣𝑁−2
𝛿𝑞𝑁−2
𝛿𝑓𝑁−1
𝛿𝑣𝑁−1
𝛿𝑞𝑁−1]
 
 
 
 
+ 
[
 
 
 
 
 
 
 
 −
𝑙𝑁−1
2
0 1    0    0
−1 0 0   −
𝑙𝑁−1
2
   0
0 −1 0    0   −
𝑙𝑁−1
2
(𝑎4)𝑁−1 0 (𝑎1)𝑁−1    (𝑎5)𝑁−1    0
0 (𝑏6)𝑁−1 (𝑏3)𝑁−1    0    (𝑏1)𝑁−1]
 
 
 
 
 
 
 
 
[
 
 
 
 
𝛿𝑢𝑁−2
𝛿𝑠𝑁−2
𝛿𝑓𝑁−1
𝛿𝑣𝑁−1
𝛿𝑞𝑁−1]
 
 
 
 
+ 
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[
 
 
 
 
 −
𝑙𝑁−1
2
0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
(𝑎3)𝑁−1 0 0 0 0
0 (𝑏5)𝑁−1 0 0 0]
 
 
 
 
 
[
 
 
 
 
𝛿𝑢𝑁−1
𝛿𝑠𝑁−1
𝛿𝑓𝑁
𝛿𝑣𝑁
𝛿𝑞𝑁 ]
 
 
 
 
=
[
 
 
 
 
(𝑟1)𝑁−1
(𝑟2)𝑁−1
(𝑟3)𝑁−1
(𝑟4)𝑁−1
(𝑟5)𝑁−1]
 
 
 
 
 
Saat 𝑗 = 𝑁 − 1, dapat dinyatakan secara sederhana sebagai 
[𝐵𝑗][𝛿𝑗−1] + [𝐴𝑗][𝛿𝑗] + [𝐶𝑗][𝛿𝑗+1] = [𝑟𝑗]. 
Saat 𝑗 = 𝑁, maka diperoleh persamaan sebagai berikut: 
(𝛿𝑓𝑁 − 𝛿𝑓𝑁−1) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑢𝑁 − 𝛿𝑢𝑁−1) = (𝑟1)𝑁 (5.49) 
(𝛿𝑢𝑁 − 𝛿𝑢𝑁−1) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑣𝑁 − 𝛿𝑣𝑁−1) = (𝑟2)𝑁  (5.50) 
(𝛿ℎ𝑁 − 𝛿ℎ𝑁−1) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑞𝑁 − 𝛿𝑞𝑁−1) = (𝑟3)𝑁 (5.51) 
(𝑎1)𝑁𝛿𝑓𝑁 + (𝑎2)𝑁𝛿𝑓𝑁−1 + (𝑎3)𝑁𝛿𝑢𝑁 + 
(𝑎4)𝑁𝛿𝑢𝑁−1 + (𝑎5)𝑁𝛿𝑣𝑁 + (𝑎6)𝑁𝛿𝑣𝑁−1 = (𝑟4)𝑁 
(5.52) 
(𝑏1)𝑁𝛿𝑞𝑁 + (𝑏2)𝑁𝛿𝑞𝑁−1 + (𝑏3)𝑁𝛿𝑓𝑁 + 
(𝑏4)𝑁𝛿𝑓𝑁−1 + (𝑏5)𝑁𝛿𝑣𝑁 + (𝑏6)𝑁𝛿𝑣𝑁−1 = (𝑟5)𝑁 
(5.53) 
Persamaan (5.49) sampai dengan (5.53) dapat  dinyatakan 
dalam bentuk matriks sebagai berikut : 
[
 
 
 
 
 
 
0 0 −1 0 0
0 0 0 −
𝑙𝑁
2
0
0 0 0 0 −
𝑙𝑁
2
0 0 (𝑎2)𝑁 (𝑎6)𝑁 0
0 0 (𝑏4)𝑁 0 (𝑏2)𝑁]
 
 
 
 
 
 
[
 
 
 
 
𝛿𝑣𝑁−1
𝛿𝑞𝑁−1
𝛿𝑓𝑁
𝛿𝑣𝑁
𝛿𝑞𝑁 ]
 
 
 
 
+ 
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[
 
 
 
 
 
 
 
 −
𝑙𝑁
2
0 1    0    0
−1 0 0    −
𝑙𝑁
2
   0
0 −1 0    0    −
𝑙𝑁
2
(𝑎4)𝑁 0 (𝑎1)𝑁    (𝑎5)𝑁    0
0 (𝑏6)𝑁 (𝑏3)𝑁    0    (𝑏1)𝑁]
 
 
 
 
 
 
 
 
[
 
 
 
 
𝛿𝑢𝑁−1
𝛿𝑠𝑁−1
𝛿𝑓𝑁
𝛿𝑣𝑁
𝛿𝑞𝑁 ]
 
 
 
 
=
[
 
 
 
 
(𝑟1)𝑁
(𝑟2)𝑁
(𝑟3)𝑁
(𝑟4)𝑁
(𝑟5)𝑁]
 
 
 
 
 
Saat 𝑗 = 𝑁, dapat dinyatakan secara sederhana sebagai [𝐵𝑗][𝛿𝑗−1] +
[𝐴𝑗][𝛿𝑗] = [𝑟𝑗]. 
       Sehingga dari ketiga keadaan tersebut  (𝑗 = 1 , 𝑗 = 𝑁 − 1 , dan 
, 𝑗 = 𝑁) unttuk 𝑗 = 1 ,2,… ,𝑁 − 1,𝑁 dapat dinyatakan dalam bentuk 
sederhana sebagai berikut : 
𝑗 = 1          ∶      [𝐴1][𝛿1] + [𝐶1][𝛿2] = [𝑟1]  
𝑗 = 2          ∶      [𝐵2][𝛿1] + [𝐴2][𝛿2] + [𝐶2][𝛿3] = [𝑟2] 
    ⋮  
𝑗 = 𝑁 − 1 ∶        [𝐵𝑁−1][𝛿𝑁−2] + [𝐴𝑁−1][𝛿𝑁−1] + [𝐶𝑁−1][𝛿𝑁]
= [𝑟𝑁−1] 
𝑗 = 𝑁         ∶        [𝐵𝑁][𝛿𝑁−1] + [𝐴𝑁][𝛿𝑁] = [𝑟𝑁] 
Atau dapat pula dinyatakan ke dalam bentuk  
 𝑨𝛿 = 𝒓 (5.54) 
Dengan matriks-matriks 𝐴 , 𝛿, dan 𝑟 adalah matriks-matriks 
yang elemen-elemennya adalah sebagai berikut : 
𝑨 =
[
 
 
 
 
 
 
     
[𝐴1] [𝐶1]
[𝐵2] [𝐴2] [𝐶2]
⋱
⋱
[𝐵𝑁−1] [𝐴𝑁−1] [𝐶𝑁−1]
[𝐵𝑁] [𝐴𝑁]
     
]
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𝛿 =
[
 
 
 
 
[𝛿1]
[𝛿2]
⋮
[𝛿𝑁−1]
[𝛿𝑁] ]
 
 
 
 
 dan 𝒓 =
[
 
 
 
 
[𝑟1]
[𝑟2]
⋮
[𝑟𝑁−1]
[𝑟𝑁] ]
 
 
 
 
 
Dari Persamaan (5.54) terlihat bahwa matriks A merupakan 
matriks tridiagonal yang setiap elemennya bernilai nol, kecuali pada 
tiga diagonal utamanya. Teknik eliminasi blok digunakan untuk 
menyelesaikan Persamaan (5.54) dengan cara matriks A yang 
terbentuk dasumsikan merupakan matriks yang non singular. Dari 
asumsi tersebut, matriks A dapat difaktorkan  
𝑨 = 𝑳 𝑼 (5.55) 
dengan matriks L dan matriks U sebagai berikut : 
𝑳 =
[
 
 
 
 
 
[𝛼1]
[𝐵2] [𝛿1]
⋱
⋱
[𝛼𝑁−1]
[𝐵𝑁] [𝛼𝑁]]
 
 
 
 
 
 
 
𝑼 =
[
 
 
 
 
 
[𝐼] [𝛤1]
[𝐼] [𝛤2]
⋱
⋱
[𝐼] [𝛤𝑁−1]
[𝐼] ]
 
 
 
 
 
 
Dengan matriks identitas [𝐼] berdimensi 5 x 5 serta [𝛼𝑗] dan 
[𝛤𝑗] adalah matriks berukuran 5 x 5 dengan setiap elemennya 
ditentukan oleh persamaan-persamaan berikut : 
[𝛼1]          =           [𝐴1] 
[𝛼1][𝛤1]   =            [𝐶1]    
[𝛼𝑗]          =           [𝐴𝑗] − [𝐵𝑗][𝛤𝑗−1], 𝑗 = 2,3, … ,𝑁 
[𝛼𝑗][𝛤𝑗]    =          [𝐶𝑗]   ,  𝑗 = 2,3, … ,𝑁 − 1 
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       Dengan melakukan subtitusi Persamaan (5.55) ke Persamaan 
(5.54) maka diperoleh Persamaan  
𝑳 𝑼𝛿 = 𝒓 (5.56) 
Dengan 𝑼𝛿 = 𝑾, maka Persamaan (5.56) menjadi 
𝑳𝑾 = 𝒓 (5.57) 
dengan, 
𝑾 =
[
 
 
 
 
[𝑊1]
[𝑊2]
⋮
[𝑊𝑁−1]
[𝑊𝑁] ]
 
 
 
 
 
dan [𝑊𝑗] merupakan matriks 5x1 dengan setiap elemennya diperoleh 
dari Persamaan (5.57) yaitu 
[𝛼1][𝑊1]   =      [𝑟1]    
[𝛼𝑗][𝑊𝑗]    =     [𝑟𝑗] − [𝐵𝑗][𝑊𝑗−1], 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 
Kemudian diperoleh setiap elemen dari matriks W, sehingga 
dapat diperoleh penyelesaian dari 𝛿 pada Persamaan 𝑼𝛿 = 𝑾 
dengan menggunakan Persamaan di bawah ini  
[𝛿𝑗]   =     [𝑊𝑗]   
[𝛼𝑗]   =    [𝑊𝑗] − [𝛤𝑗][𝛿𝑗+1], 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 − 1 
Setelah diperoleh nilai 𝛿, maka Persamaan (5.49) sampai 
dengan (5.53) dapat dipakai utnuk memperoleh solusi dari 
Persamaan 𝑼𝛿 = 𝑾 dengan menjalankan iterasi sampai kriteria 
konvergensi terpenuhi. Dengan kriteria konvergensi 𝑣(0, 𝑡) dan 
iterasi berhenti pada |𝛿𝑣(0, 𝑡) | < 𝜖 dengan sebarang nilai 𝜖 > 0 
yang sangat kecil dan 𝜖 yang digunakan adalah 10−5. 
 
5.2 Hasil Simulasi Numerik 
       Pada SubBab 5.1 telah dilakukan penyelesaian dari model 
matematika yang diperoleh dari permasalahan 
magnetohidrodinamik yang tak tunak pada lapisan batas yang 
mengalir melalui bola teriris di dalam fluida kental di bawah 
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pengaruh medan magnet dengan metode Keller-Box. Selanjutnya 
dilakukan simulasi dengan memberikan inputan beberapa variasi 
yaitu variasi magnetik (𝑀), variasi  irisan (𝜃), variasi konveksi (𝛼), 
dan variasi bilangan Prandtl pada titik stagnasi terendah yakni 𝑥 =
0°. Dilakukan simulasi numerik bertujuan untuk mengetahui 
bagaimana profil kecepatan dan profil temeperatur dari pengaruh 
variasi berbagai kondisi.  
 
5.2.1 Pengaruh Variasi Parameter Konveksi 
Variasi parameter konveksi yang digunakan pada simulasi ini 
yaitu = 1,2,3,4,5 , nilai parameter lain yang digunakan adalah 𝑀 =
10, 𝐏𝐫 = 0,7,𝜃𝑠 = 30
°, banyak partisi 𝜂 = 40 dengan ∆𝜂 = 𝑙𝑗 =
0.1 dan partisi 𝑡 = 33 dengan ∆𝑡 = 𝑘𝑛 = 5×10−2 dan 𝑡 = 1.65. 
Hasil simulasinya sebagai berikut 
 
Gambar 5.2 Kurva Kecepatan dengan Variasi Parameter 
Konveksi(𝛼), Pr=0.7,𝜃𝑠 = 45
° dan 𝑀 = 10 
 
62 
 
Berdasarkan Gambar 5.2, mulai dari 𝑓′ = 0 sampai 𝑓′ ≈ 1 
kurva mengalami peningkatan. Dengan digunakannya variasi 
parameter konveksi, kecepatan mengalami peningkatan lebih 
signifikan sebanding dengan parameter variasi yang digunakan. Hal 
ini diakibatkan dengan meningkatnya parameter konveksi akan 
meningkatkan gaya apung fluida. Gaya apung fluida akan 
mempengaruhi momentum fluida yang juga akan meningkatkan 
kecepatan fluida. 
Gambar 5.3 Kurva Temperatur dengan Variasi Parameter 
Konveksi(𝛼), Pr=0.7,𝜃𝑠 = 45
° dan 𝑀 = 10 
 
Berdasarkan Gambar 5.3, mulai dari 𝑠 = 1 sampai 𝑠 ≈ 0 
kurva mengalami penurunan. Dengan digunakannya variasi 
parameter konveksi, temperatur mengalami penurunan lebih cepat 
dengan digunakan variasi parameter konveksi lebih tinggi. Secara 
matematis hal ini terjadi akibat 𝛼 =
𝐺𝑟
𝑅𝑒2
. Pada 𝛼 =
𝐺𝑟
𝑅𝑒2
 ditunjukan 
bahwa (𝛼~𝐺𝑟). Bilangan Grashof sendiri dapat dinyatakan dengan 
𝐺𝑟 =
𝑔𝛽(𝑇𝑤−𝑇∞)𝑎
3
𝑣2
, yang berarti bahwa 𝛼~𝐺𝑟~(𝑇𝑤 − 𝑇∞). 
63 
 
Penurunan temperatur  terjadi karena (𝑇𝑤 − 𝑇∞) semakin besar. 
Dengan 𝑇𝑤 nilainya tetap, maka temperatur fluida semakin kecil. 
 
5.2.2 Pengaruh Variasi Parameter Sudut Irisan𝜽𝒔 
Variasi parameter sudut irisan yang digunakan pada simulasi 
ini yaitu 𝜃𝑠 = 15
°, 30°, 45°, 53°, 60°, 65°, 70°, 85°, 89° , nilai 
parameter lain yang digunakan adalah 𝑀 = 10, 𝐏𝐫 = 0,7,𝛼 = 2, 
banyak partisi 𝜂 = 40 dengan ∆𝜂 = 𝑙𝑗 = 0.1 dan partisi 𝑡 = 33 
dengan ∆𝑡 = 𝑘𝑛 = 5×10−2 dan 𝑡 = 1.65. Hasil simulasinya 
sebagai berikut 
Gambar 5.4 Kurva Kecepatan dengan Variasi Parameter Sudut 
Irisan(𝜃𝑠), Pr=0.7,𝛼 = 2 dan 𝑀 = 10 
 
Berdasarkan Gambar 5.4, mulai dari 𝑓′ = 0 sampai 𝑓′ ≈ 1 
kurva mengalami peningkatan . Dengan digunakannya variasi 
parameter 𝜃𝑠, kecepatan mengalami peningkatan lebih signifikan 
sebanding dengan parameter variasi yang digunakan. Namun jika 
diperhatikan setelah kurva maksimal yang dcapai berbanding 
terbalik terhadap besar 𝜃𝑠 yang diberikan. Hal ini akan sesuai jika 
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dianalisis bahwa 
3𝑡
2 cos𝜃𝑠
 pada persamaan momentum meningkat 
maka cos 𝜃𝑠 semakin kecil, maka akan mengakibatkan nilai 
3𝑡
2 cos𝜃𝑠
 
semakin besar, sehingga momentumnya akan bertambah yang juga 
menyebabkan kecepatan fluida semakin meningkat. 
 
Gambar 5.5 Kurva Temperatur dengan Variasi Parameter Sudut 
Irisan(𝜃𝑠), Pr=0.7,𝛼 = 2 dan 𝑀 = 10 
 
Berdasarkan Gambar 5.5, mulai dari 𝑠 = 1 sampai 𝑠 ≈ 0 
kurva mengalami penurunan. Dengan digunakannya variasi 
parameter konveksi, temperatur mengalami penurunan lebih cepat 
dengan digunakan variasi parameter 𝜃𝑠 lebih besar. Hal ini terjadi 
Karena semakin besar sudut irisan bola maka permukaan depan 
semakin luas yang mengakibatkan distribusi panas ke bola semakin 
cepat dibandingkan dengan distribusi panas fluidanya sehingga 
temperatur semakin menurun. 
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5.2.3 Pengaruh Variasi Parameter Magnetik(𝑴) 
Variasi parameter magnetik yang digunakan pada simulasi ini 
yaitu = 0,10,20,30,40 , nilai parameter lain yang digunakan adalah 
𝛼 = 2, 𝐏𝐫 = 0,7,𝜃𝑠 = 30
°, banyak partisi 𝜂 = 40 dengan ∆𝜂 = 𝑙𝑗 =
0.1 dan partisi 𝑡 = 33 dengan ∆𝑡 = 𝑘𝑛 = 5×10−2 dan 𝑡 = 1.65. 
Hasil simulasinya sebagai berikut 
 
 
Gambar 5.6 Kurva Kecepatan dengan Variasi Parameter 
Magnetik(𝑀), Pr=0.7,𝛼 = 2 dan 𝜃𝑠 = 45
° 
 
Berdasarkan Gambar 5.6, mulai dari 𝑓′ = 0 sampai 𝑓′ ≈ 1 
kurva mengalami peningkatan . Dengan digunakannya variasi 
parameter 𝜃𝑠, kecepatan mengalami peningkatan lebih signifikan 
sebanding dengan parameter variasi yang digunakan. Secara 
matematis 𝑀 =
𝜎𝐵0
2𝑎
𝜌𝑈∞
 yang berarti dengan bertambahnya medan 
magnet maka densitas akan berkurang sehingga hambatan akibat 
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gaya antar partikel akan berkurang membuat kecepatan semakin 
bertambah. 
Gambar 5.7 Kurva Temperatur dengan Variasi Parameter 
Magnetik(𝑀), Pr=0.7,𝛼 = 2 dan 𝜃𝑠 = 45
° 
 
Berdasarkan Gambar 5.7, mulai dari 𝑠 = 1 sampai 𝑠 ≈ 0 
kurva mengalami penurunan. Dengan digunakannya variasi 
parameter magnetik, temperatur mengalami penurunan lebih cepat 
pada parameter magnetik yang semakin besar. Hal ini terjadi karena 
energi internal fluida semakin bertambah karena pengaruh medan 
magnet dan densitas yang berkurang sebagai akibat bertambahnya 
parameter magnetik. Dengan bertambahnya energi internal maka 
energi yang digunakan fluida untuk bergerak berkurang, demikian 
juga dengan densitas yang berkurang artinya kerapatan molekul 
fluida berkurang sehingga distribusi panas antar fluida berkurang. 
Ini berakibat temperatur mengalami penurunan seiring 
bertambahnya parameter magnetik. 
 
5.2.4 Pengaruh Variasi Bilangan Prandtl (𝐏𝐫) 
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Variasi bilangan Prandtl yang digunakan pada simulasi ini 
yaitu = 0,1,7,40,100 , nilai parameter lain yang digunakan adalah 
𝛼 = 2, M = 10,𝜃𝑠 = 30
°, banyak partisi 𝜂 = 40 dengan ∆𝜂 = 𝑙𝑗 =
0.1 dan partisi 𝑡 = 33 dengan ∆𝑡 = 𝑘𝑛 = 5×10−2 dan 𝑡 = 1.65. 
Hasil simulasinya sebagai berikut 
 
Gambar 5.8 Kurva Kecepatan dengan Variasi Bilangan 
Prandtl(𝐏𝐫), dengan 𝜃𝑠 = 45
°,𝛼 = 2 dan 𝑀 = 10. 
 
Berdasarkan Gambar 5.8, mulai dari 𝑓′ = 0 sampai 𝑓′ ≈ 1 
kurva mengalami peningkatan. Dengan digunakannya variasi 
Bilangan Prandtl temperatur mengalami penurunan lebih cepat pada 
Bilangan Prandtl yang semakin besar. Hal ini terjadi karena secara 
matematis 𝐏𝐫 =
𝜈𝜌𝐶𝑝
𝑐
 yang berarti bahwa bilangan Prandtl 
sebanding dengan densitas fluida (𝐏𝐫 ∼  𝜌). Jadi jika bilangan 
Prandtl bertambah maka densitas fluida semakin meningkat. 
Sehingga hal inilah yang mengakibatkan kecepatan fluida 
mengalami penurunan seiring dengan bertambahnya bilangan 
Prandtl. 
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Gambar 5.9 Kurva Temperatur dengan Variasi Bilangan 
Prandtl(𝐏𝐫), dengan 𝜃𝑠 = 45
°,𝛼 = 2 dan 𝑀 = 10. 
 
Berdasarkan Gambar 5.9, mulai dari 𝑠 = 1 sampai 𝑠 ≈ 0 
kurva mengalami penurunan. Dengan digunakannya variasi 
parameter magnetik, temperatur mengalami penurunan lebih cepat 
sebanding dengan bilangan Prandtl yang semakin besar. Jika diamati 
dengan variasi bilangan Prandtl, kurva temperatur semakin menurun 
dengan bertambahnya bilangan Prandtl. Hal ini terjadi karena secara 
matematis 𝑃𝑟 =
𝑣𝜌𝐶𝑝
𝑐
 yang artinya bilangan Prandtl merupakan 
perbandingan viskositas kinematika dengan difusivitas termal. 
Viskositas kinematika berkaitan dengan kecepatan perpindahan 
antara molekul, sedangkan difusivitas termal berkaitan dengan 
perbandingan penerusan panas dengan kapasitas penyimpanan 
energi molekul. Semakin besar bilangan Prandtl mengakibatkan 
difusivitas termal semakin kecil karena bilangan Prandtl berbanding 
terbalik dengan difusivitas termal. Ini berarti bahwa dengan 
bertambahnya bilangan Prandtl maka distribusi panas antar fluida 
berkurang atau dapat dikatakan perpindahan panas ke permukaan 
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benda lebih cepat dari pada fluidanya sehingga mengakibatkan 
temperatur fluida semakin menurun dengan bertambahnya bilangan 
Prandtl. 
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BAB VI 
PENUTUP 
 
Pada bab ini dilakukan penarikan kesimpulan dari hasil 
analisis dan pembahasan yang telah dilakukan. Kemudian diberikan 
pula saran  untuk penelitian selanjutnya. 
 
6.1 Kesimpulan 
Berdasarkan analisis, pembahasan, serta simulasi numerik 
dari magnetohidrodinamik yang tak tunak pada lapisan batas yang 
mengalir melalui bola teriris di dalam fluida kental di bawah 
pengaruh medan magnet, maka dapat disimpulkan bahwa : 
1. Model matematika magnetohidrodinamik yang tak tunak pada 
konveksi campuran yang mengalir melalui bola teriris di dalam 
fluida kental di bawah pengaruh medan magnet didapatkan 
seperti apa yang sudah dikerjakan pada bab sebelumnya. 
2. Penyelesaian model matematika magnetohidrodinamik yang 
tak tunak pada konveksi campuran yang mengalir melalui bola 
teriris di dalam fluida kental di bawah pengaruh medan magnet 
telah didapat secara numerik dengan Metode Keller-Box 
3. Parameter magnetik (𝑀), parameter konveksi (𝛼) dan besar 
sudut irisan bola (θs) berbanding lurus dengan kecepatan 
fluida. Sedangkan, parameter magnetik (𝑀), parameter 
konveksi (𝛼), besar sudut irisan bola (θs) berbanding terbalik 
dengan temperatur fluida. Sedangkan bilangan Prandtl 
berbanding terbalik terhadap kecepatan fluida dan berbanding 
lurus terhadap temperature fluida. 
4. Setiap kurva percobaan pada semua parameter dengan setiap 
nilai parameter yang diberikan mengalami steady state pada 
𝜂 ≤ 3. 
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6.2 Saran 
Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan pada 
permasalahan ini, saran yang dapat diberikan untuk penelitian 
selanjutnya adalah: 
1. Melakukan studi dengan menggunakan persamaan induksi 
𝜕𝐁
𝜕𝑡
= ∇×(𝐕×𝐁). 
2. Melakukan studi tidak pada titik stagnasi dengan bola yang 
bermuatan magnet dan fluida yang terinduksi magnet dari bola. 
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LAMPIRAN A 
 
Penurunan Persamaan Komponen Tegangan Normal, 
Tegangan Geser, Gravitasi Pada Penyelesaian Persamaan 
Momentum Sumbu 𝒙, y dan Kecepatan Aliran Bebas 
 
Turunan 𝜎𝑥𝑥 terhadap 𝑥 
𝜕𝜎𝑥𝑥
𝜕𝑥
=
𝜕
𝜕𝑥
(−𝑝 + 2𝜇
𝜕𝑢
𝜕𝑥
) 
 = −
𝜕𝑝
𝜕𝑥
+ 2𝜇
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
 
 
Turunan 𝜎𝑦𝑦 terhadap 𝑦 
𝜕𝜎𝑦𝑦
𝜕𝑦
=
𝜕
𝜕𝑦
(−𝑝 + 2𝜇
𝜕𝑣
𝜕𝑦
) 
 = −
𝜕𝑝
𝜕𝑦
+ 2𝜇
𝜕2𝑣
𝜕𝑦2
 
 
Turunan 𝜏𝑥𝑦 terhadap 𝑥 
𝜏𝑥𝑦
𝜕𝑥
=
𝜕
𝜕𝑥
(𝜇 (
𝜕𝑢
𝜕𝑦
+
𝜕𝑣
𝜕𝑥
)) 
 = 𝜇 (
𝜕2𝑢
𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕2𝑣
𝜕𝑥2
) 
 
Turunan 𝜏𝑦𝑥 terhadap 𝑦 
𝜏𝑦𝑥
𝜕𝑦
=
𝜕
𝜕𝑦
(𝜇 (
𝜕𝑢
𝜕𝑦
+
𝜕𝑣
𝜕𝑥
)) 
 = 𝜇 (
𝜕2𝑢
𝜕2𝑦
+
𝜕2𝑣
𝜕𝑥𝜕𝑦
) 
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Sehingga gaya permukaan yang berupa 
(
𝜕𝜎𝑥𝑥
𝜕𝑥
+
𝜕𝜏𝑦𝑥
𝜕𝑦
) 𝑖̂ + (
𝜕𝜎𝑦𝑦
𝜕𝑦
+
𝜕𝜏𝑥𝑦
𝜕𝑥
) 𝑗̂ 
dapat dituliskan menjadi 
(−
𝜕𝑝
𝜕𝑥
+ 2𝜇
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
+ 𝜇 (
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑣
𝜕𝑥𝜕𝑦
)) 𝑖̂
+ (−
𝜕𝑝
𝜕𝑦
+ 2𝜇
𝜕2𝑣
𝜕𝑦2
+ 𝜇 (
𝜕2𝑢
𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕2𝑣
𝜕𝑥2
)) 𝑗̂ 
Dengan menggunakan persamaan kontinuitas 
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+
𝜕𝑣
𝜕𝑦
= 0, atau 
yang bisa dituliskan menjadi 
𝜕𝑢
𝜕𝑥
= −
𝜕𝑣
𝜕𝑦
 
Sehingga gaya permukaannya dapat dituliskan menjadi 
(−
𝜕𝑝
𝜕𝑥
+ 2𝜇
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
+ 𝜇 (
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑣
𝜕𝑥𝜕𝑦
)) 𝑖̂
+ (−
𝜕𝑝
𝜕𝑦
+ 2𝜇
𝜕2𝑣
𝜕𝑦2
+ 𝜇 (
𝜕2𝑢
𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕2𝑣
𝜕𝑥2
)) 𝑗̂ 
= (−
𝜕𝑝
𝜕𝑥
+ 𝜇
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
+ 𝜇
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
) 𝑖̂ + (−
𝜕𝑝
𝜕𝑥
+ 𝜇
𝜕2𝑣
𝜕𝑦2
+ 𝜇
𝜕2𝑣
𝜕𝑥2
) 𝑗̂ 
Pada ruas kiri dapat dikelompokkan agar bisa ditulis menjadi 
lebih sederhana sebagai berikut: 
−(
𝜕𝑝
𝜕𝑥
𝑖̂ +
𝜕𝑝
𝜕𝑦
𝑗̂) + 𝜇 (
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
) 𝑖̂ + 𝜇 (
𝜕2𝑣
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣
𝜕𝑦2
) 𝑗̂ 
yang kemudian dituliskan  
−∇𝑝 + 𝜇∇2𝑢 
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Didasarkan pada kondisi pada gambar dibawah ini dapat 
ditentukan 𝑔?̅? dan 𝑔?̅? 
 
cos (
?̅?
?̅?
) =
𝑔
𝑔?̅?
 
𝑔?̅? =
𝑔
cos (
?̅?
?̅?
)
 
tan (
?̅?
?̅?
) =
𝑔?̅?
𝑔
 
𝑔?̅? = 𝑔 tan (
?̅?
?̅?
) 
 
Bentuk 𝑔?̅? dan 𝑔?̅? dapat diubah menjadi bentuk non-
dimensional dengan mensubtitusikan nilai b 
𝑔?̅? =
𝑔
cos (
?̅?
?̅?
)
 
𝑔?̅? =
𝑔
cos (
𝑎𝑥
𝑎𝑏)
 
𝑔?̅? =
𝑔
cos (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
)
 
𝑔?̅? = 𝑔 tan (
?̅?
?̅?
) 
𝑔?̅? = 𝑔 tan (
𝑎𝑥
𝑎𝑏
) 
𝑔?̅? = 𝑔 tan (
𝑥 cos𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
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Dengan mengacu pada Anderson (2011) dan dilakukan 
modifikasi dengan mensubtitusikan 𝑏 =
cos𝜃𝑠
cos𝑥
 ,  maka kecepatan 
aliran bebas untuk bola teriris 
?̅?𝑒 =
3
2
𝑈∞ sin (
?̅?
?̅?
) 
Kemudian diubah menjadi bentuk non-dimensional 
𝑢𝑒𝑈∞ =
3
2
𝑈∞ sin (
𝑎𝑥
𝑎𝑏
) 
𝑢𝑒 =
3
2
sin (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
=
3
2
sin (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
) (
cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
−
𝑥 sin 𝑥
cos𝜃𝑠
) 
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LAMPIRAN B 
 
Transformasi Persamaan Pembangun ke Persamaan Non-
Dimensional 
 
Persamaan Kontinuitas 
𝜕(?̅?𝑢)
𝜕?̅?
+
𝜕(?̅??̅?)
𝜕?̅?
= 0
𝜕(𝑎𝑟𝑢𝑈∞)
𝜕(𝑥𝑎)
+
𝜕 (𝑎𝑟𝑣𝑈∞𝑅𝑒
1
2)
𝜕 (𝑦𝑎𝑅𝑒
1
2)
= 0
𝑎𝑈∞
𝑎
𝜕(𝑟𝑢)
𝜕𝑥
+
𝑎𝑈∞𝑅𝑒
1
2
𝑎𝑅𝑒
1
2
𝜕(𝑟𝑣)
𝜕𝑦
= 0
 
𝑈∞
𝜕(𝑟𝑢)
𝜕𝑥
+𝑈∞
𝜕(𝑟𝑣)
𝜕𝑦
= 0
𝜕(𝑟𝑢)
𝜕𝑥
+
𝜕(𝑟𝑣)
𝜕𝑦
= 0
 
Persamaan Momentum arah sumbu-x 
𝜌 (
𝜕?̅?
𝜕𝑡̅
+ ?̅?
𝜕?̅?
𝜕?̅?
+ ?̅?
𝜕?̅?
𝜕?̅?
) = −
𝜕?̅?
𝜕?̅?
+ 𝜇 (
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
+
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
) 
−
25
16
𝜎𝐵0
2?̅? − 𝜌𝛽𝑔(?̅? − 𝑇∞) tan (
?̅?
𝑏
) 
Ruas Kiri 
𝜌 (
𝜕?̅?
𝜕𝑡̅
+ ?̅?
𝜕?̅?
𝜕?̅?
+ ?̅?
𝜕?̅?
𝜕?̅?
) 
= 𝜌 (
𝜕(𝑢𝑈∞)
𝜕(𝑡𝑎𝑈∞−1)
+ 𝑢𝑈∞
𝜕(𝑢𝑈∞)
𝜕(𝑥𝑎)
+ 𝑣𝑈∞𝑅𝑒
1
2
𝜕(𝑢𝑈∞)
𝜕 (𝑎𝑦𝑅𝑒1
2
)
) 
 = 𝜌 (
𝑈∞
2
𝑎
𝜕𝑢
𝜕𝑡
+
𝑈∞
2
𝑎
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+
𝑈∞
2
𝑎
𝜕𝑢
𝜕𝑦
) 
 = 𝜌
𝑈∞
2
𝑎
(
𝜕𝑢
𝜕𝑡
+
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+
𝜕𝑢
𝜕𝑦
) 
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Ruas Kanan 
−
𝜕?̅?
𝜕?̅?
+ 𝜇 (
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
+
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
) −
25
16
𝜎𝐵0
2?̅? − 𝜌𝛽𝑔(?̅? − 𝑇∞) tan (
?̅?
𝑏
) 
= −
𝜕(𝑝𝜌𝑈∞
2 )
𝜕(𝑥𝑎)
+ 𝜇
(
 
𝜕2(𝑢𝑈∞)
𝜕(𝑎𝑥)2
+
𝜕2(𝑢𝑈∞)
𝜕 (𝑎𝑦𝑅𝑒−
1
2)
2
)
 −
25
16
𝜎𝐵0
2𝑢𝑈∞ 
−𝜌𝛽𝑔𝑇(𝑇𝑤 − 𝑇∞) tan (
𝑥 cos 𝑥
cos𝜃𝑠
) 
= −𝜌
𝑈∞
2
𝑎
𝜕𝑝
𝜕𝑥
+ 𝜇 (
𝑈∞
𝑎2
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
+
𝑈∞
𝑎2𝑅𝑒−1
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
) −
25
16
𝜎𝐵0
2𝑢𝑈∞ 
−𝜌𝛽𝑔𝑇(𝑇𝑤 − 𝑇∞) tan (
𝑥 cos 𝑥
cos𝜃𝑠
) 
= −𝜌
𝑈∞
2
𝑎
𝜕𝑝
𝜕𝑥
+ 𝜇
𝑈∞
𝑎2
(
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
+
1
𝑅𝑒−1
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
) −
25
16
𝜎𝐵0
2𝑢𝑈∞ 
−𝜌𝛽𝑔𝑇(𝑇𝑤 − 𝑇∞) tan (
𝑥 cos 𝑥
cos𝜃𝑠
) 
 
Ruas Kiri = Ruas Kanan sehingga diperoleh 
𝜌
𝑈∞
2
𝑎
(
𝜕𝑢
𝜕𝑡
+
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+
𝜕𝑢
𝜕𝑦
) = −𝜌
𝑈∞
2
𝑎
𝜕𝑝
𝜕𝑥
+ 𝜇
𝑈∞
𝑎2
(
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
+
1
𝑅𝑒−1
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
) 
−
25
16
𝜎𝐵0
2𝑢𝑈∞ − 𝜌𝛽𝑔𝑇(𝑇𝑤 − 𝑇∞) tan (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
 
Ruas kiri dan kanan dibagi dengan  (𝜌
𝑈∞
2
𝑎
) diperoleh 
𝜕𝑢
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑦
=
𝜕𝑝
𝜕𝑥
+
𝜇
𝜌𝑈∞𝑎
(
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
+
1
𝑅𝑒−1
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
) −
𝜎𝑎
𝜌𝑈∞
25
16
𝐵0
2𝑢 
−
𝑎
𝑈∞
2 𝛽𝑔𝑇(𝑇𝑤 − 𝑇∞) tan (
𝑥 cos𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
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𝜕𝑢
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑦
= −
𝜕𝑝
𝜕𝑥
+
𝑣
𝑈∞𝑎
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
−
25
16
(
𝜎𝑎𝐵0
2
𝜌𝑈∞
)𝑢 
+
𝑎
𝑈∞
2 𝛽𝑔𝑇(𝑇𝑤 − 𝑇∞) tan (
𝑥 cos𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
 
𝜕𝑢
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑦
= −
𝜕𝑝
𝜕𝑥
+
1
𝑅𝑒
(
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
+
1
𝑅𝑒−1
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
) 
 −
25
16
𝑀𝑢 + 𝛼𝑇 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos𝜃𝑠
) 
 
𝜕𝑢
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑦
= −
𝜕𝑝
𝜕𝑥
+
1
𝑅𝑒
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
 
       −
25
16
𝑀𝑢 + 𝛼𝑇 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos𝜃𝑠
) 
 
Persamaan Momentum arah sumbu-y 
𝜌 (
𝜕?̅?
𝜕𝑡̅
+ ?̅?
𝜕?̅?
𝜕?̅?
+ ?̅?
𝜕?̅?
𝜕?̅?
) = −
𝜕?̅?
𝜕?̅?
+ 𝜇 (
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
+
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
) 
−
25
16
𝜎𝐵0
2?̅? −
𝜌𝛽𝑔(?̅? − 𝑇∞)
cos (
𝑥
𝑏
̅
)
 
Ruas Kiri 
𝜌 (
𝜕?̅?
𝜕𝑡̅
+ ?̅?
𝜕?̅?
𝜕?̅?
+ ?̅?
𝜕?̅?
𝜕?̅?
) 
= 𝜌 (
𝜕 (𝑣𝑈∞𝑅𝑒
−
1
2)
𝜕(𝑡𝑎𝑈∞−1)
+ 𝑢𝑈∞
𝜕 (𝑣𝑈∞𝑅𝑒
−
1
2)
𝜕(𝑥𝑎)
+ 𝑣𝑈∞𝑅𝑒
−
1
2
𝜕 (𝑣𝑈∞𝑅𝑒
−
1
2)
𝜕 (𝑎𝑦𝑅𝑒
−
1
2
)
) 
= 𝜌 (𝑅𝑒−
1
2
𝑈∞
2
𝑎
𝜕𝑣
𝜕𝑡
+ 𝑅𝑒−
1
2
𝑈∞
2
𝑎
𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑥
+ 𝑅𝑒−
1
2
𝑈∞
2
𝑎
𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦
) 
= 𝜌𝑅𝑒−
1
2
𝑈∞
2
𝑎
(
𝜕𝑣
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦
) 
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Ruas Kanan 
−
𝜕?̅?
𝜕?̅?
+ 𝜇 (
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
+
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
) −
25
16
𝜎𝐵0
2?̅? −
𝜌𝛽𝑔(?̅? − 𝑇∞)
cos (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
)
 
= −
𝜕(𝑝𝜌𝑈∞
2 )
𝜕 (𝑦𝑎𝑅𝑒−
1
2)
+ 𝜇
(
 
𝜕2 (𝑣𝑈∞𝑅𝑒
−
1
2)
𝜕(𝑎𝑥)2
+
𝜕2 (𝑢𝑈∞𝑅𝑒
−
1
2)
𝜕 (𝑎𝑦𝑅𝑒−
1
2)
2 −
25
16
𝜎𝐵0
2𝑣𝑈∞𝑅𝑒
−
1
2
)
  
−
𝜌𝛽𝑔𝑇(𝑇𝑤 − 𝑇∞)
cos (
𝑥 cos 𝑥
cos𝜃𝑠
)
 
= −𝜌
𝑈∞
2
𝑎𝑅𝑒−
1
2
𝜕𝑝
𝜕𝑦
+ 𝜇 (
𝑈∞
𝑅
𝑒−
1
2𝑎2
𝜕2𝑣
𝜕𝑥2
+
𝑈∞𝑅𝑒
−
1
2
𝑎2𝑅𝑒−1
𝜕2𝑣
𝜕𝑦2
) 
−
25
16
𝑈∞𝑅𝑒
−
1
2𝜎𝐵0
2𝑣 −
𝜌𝛽𝑔𝑇(𝑇𝑤 − 𝑇∞)
cos (
𝑥 cos 𝑥
cos𝜃𝑠
)
 
= −𝜌
𝑈∞
2
𝑎𝑅𝑒−
1
2
𝜕𝑝
𝜕𝑦
+ 𝜇𝜌
𝑈∞
𝑎2𝑅𝑒−
1
2
(
𝜕2𝑣
𝜕𝑥2
+ 𝑅𝑒
𝜕2𝑣
𝜕𝑦2
) 
 
−
25
16
𝑈∞𝑅𝑒
−
1
2𝜎𝐵0
2𝑣 −
𝜌𝛽𝑔𝑇(𝑇𝑤 − 𝑇∞)
cos (
𝑥 cos 𝑥
cos𝜃𝑠
)
 
 
Ruas Kiri = Ruas Kanan sehingga diperoleh 
𝜌𝑅𝑒−
1
2
𝑈∞
2
𝑎
(
𝜕𝑣
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦
) 
=  𝜌
𝑈∞
2
𝑎𝑅𝑒−
1
2
𝜕𝑝
𝜕𝑦
+ 𝜇𝜌
𝑈∞
𝑎2𝑅𝑒−
1
2
(
𝜕2𝑣
𝜕𝑥2
+ 𝑅𝑒
𝜕2𝑣
𝜕𝑦2
) −
25
16
𝑈∞𝑅𝑒
−
1
2𝜎𝐵0
2𝑣 
−
𝜌𝛽𝑔𝑇(𝑇𝑤 − 𝑇∞)
cos (
𝑥 cos 𝑥
cos𝜃𝑠
)
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Ruas kiri dan kanan dibagi dengan  (
𝜌𝑈∞
2
𝑎𝑅𝑒
−
1
2
)diperoleh 
𝑅𝑒−1 (
𝜕𝑣
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦
) 
= −
𝜕𝑝
𝜕𝑦
+ 𝜇
𝑅𝑒−1
𝜌𝑎𝑈∞
(
𝜕2𝑣
𝜕𝑥2
+ 𝑅𝑒
𝜕2𝑣
𝜕𝑦2
) −
25
16
𝑎𝑅𝑒−1
𝜌𝑈∞
𝜎𝐵0
2𝑣 
−
𝑎𝑅𝑒−
1
2
𝑈∞
2 cos (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
)
𝛽𝑔𝑇(𝑇𝑤 − 𝑇∞) 
 
1
𝑅𝑒
(
𝜕𝑣
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦
) 
= −
𝜕𝑝
𝜕𝑦
+
𝑣𝜌𝑅𝑒−1
𝑈∞𝑎𝜌
(
𝜕2𝑣
𝜕𝑥2
+ 𝑅𝑒
𝜕2𝑣
𝜕𝑦2
) −
25
16
𝑅𝑒−1 (
𝜎𝑎𝐵0
2𝑣
𝜌𝑈∞
)𝑣 − 𝛼𝑅𝑒−
1
2𝑇 
 
1
𝑅𝑒
(
𝜕𝑣
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦
) 
= −
𝜕𝑝
𝜕𝑦
+ 𝑅𝑒−1𝑅𝑒−1 (
𝜕2𝑣
𝜕𝑥2
+
1
+
𝑅𝑒
𝜕2𝑣
𝜕𝑦2) −
25
16
𝑅𝑒−1𝑀𝑣 −
𝛼𝑅𝑒−
1
2𝑇
cos (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
)
 
 
1
𝑅𝑒
(
𝜕𝑣
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦
) 
= −
𝜕𝑝
𝜕𝑦
+ (
𝑣𝜌𝑅𝑒−1
𝑎𝜌𝑈∞
) + (
𝜕2𝑣
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣
𝜕𝑦2
) −
25
16
𝑅𝑒−1𝑀𝑣 −
𝛼𝑅𝑒−
1
2𝑇
cos (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
)
 
 
1
𝑅𝑒
(
𝜕𝑣
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦
) 
= −
𝜕𝑝
𝜕𝑦
+
1
𝑅𝑒2
𝜕2𝑣
𝜕𝑥2
+
1
𝑅𝑒
𝜕2𝑣
𝜕𝑦2
−
25
16
𝑀
𝑅𝑒
𝑣 −
𝛼𝑇
𝑅𝑒
1
2 cos (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
)
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Persamaan Energi 
𝜌𝐶𝑝 (
𝜕?̅?
𝜕𝑡̅
+ ?̅?
𝜕?̅?
𝜕?̅?
+ ?̅?
𝜕?̅?
𝜕?̅?
) = 𝑐 (
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
+
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
) 
 
Ruas Kiri 
𝜌𝐶𝑝 (
𝜕?̅?
𝜕𝑡̅
+ ?̅?
𝜕?̅?
𝜕?̅?
+ ?̅?
𝜕?̅?
𝜕?̅?
) 
= 𝜌𝐶𝑝 (
𝜕(𝑇(𝑇𝑤 − 𝑇∞) + 𝑇∞)
𝜕(𝑡𝑎𝑈∞
−1)
) + 𝑢𝑈∞
𝜕(𝑇(𝑇𝑤 − 𝑇∞) + 𝑇∞)
𝜕(𝑎𝑥)
 
+ 𝑣𝑈∞𝑅𝑒
−
1
2
𝜕(𝑇(𝑇𝑤 − 𝑇∞) + 𝑇∞)
𝜕 (𝑎𝑦𝑅𝑒−
1
2)
 
= 𝜌𝐶𝑝(𝑇𝑤 − 𝑇∞)
𝑈∞
𝑎
(
𝜕𝑇
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑇
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑇
𝜕𝑦
) 
+𝜌𝐶𝑝
𝑈∞
𝑎
(
𝜕𝑇∞
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑇∞
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑇∞
𝜕𝑦
) 
Karena T∞ adalah suatu konstanta maka 
𝜕𝑇∞
𝜕𝑡
= 0, sehingga 
ruas kiri menjadi 
𝜌𝐶𝑝(𝑇𝑤 − 𝑇∞)
𝑈∞
𝑎
(
𝜕𝑇
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑇
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑇
𝜕𝑦
) 
Ruas Kanan 
𝑐 (
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
+
𝜕2?̅?
𝜕?̅?2
) 
= 𝑐
(
 
𝜕2(𝑇(𝑇𝑤 − 𝑇∞) + 𝑇∞)
𝜕(𝑎𝑥)2
+
𝜕2(𝑇(𝑇𝑤 − 𝑇∞) + 𝑇∞)
𝜕 (𝑎𝑦𝑅𝑒
1
2)
2
)
      
= 𝑐 (
(𝑇𝑤 − 𝑇∞)
𝜕𝑎2
𝜕2𝑇
𝜕𝑥2
) +
(𝑇𝑤 − 𝑇∞)
𝑎2
𝑅𝑒
𝜕2𝑇
𝜕𝑦2
 
= 𝑐
(𝑇𝑤 − 𝑇∞)
𝑎2
(
𝜕2𝑇
𝜕𝑥2
+ 𝑅𝑒
𝜕2𝑇
𝜕𝑦2
) 
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Ruas kiri = ruas kanan, sehingga diperoleh 
𝜌𝐶𝑝(𝑇𝑤 − 𝑇∞)
𝑈∞
𝑎
(
𝜕𝑇
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑇
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑇
𝜕𝑦
) = 𝑐
(𝑇𝑤 − 𝑇∞)
𝑎2
(
𝜕2𝑇
𝜕𝑥2
+ 𝑅𝑒
𝜕2𝑇
𝜕𝑦2
) 
 
Ruas kiri dan kanan dibagi dengan 
𝜌𝐶𝑝(𝑇𝑤−𝑇∞)𝑈∞
𝑎
sehingga diperoleh 
𝜕𝑇
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑇
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑇
𝜕𝑦
=
𝑐
𝑎𝑈∞𝜌𝐶𝑝
(
𝜕2𝑇
𝜕𝑥2
+ 𝑅𝑒
𝜕2𝑇
𝜕𝑦2
) 
=
𝑐
𝑎𝑈∞𝜌𝐶𝑝
𝜕2𝑇
𝜕𝑥2
+
𝑐𝑅𝑒
𝑎𝑈∞𝜌𝐶𝑝
𝜕2𝑇
𝜕𝑦2
 
=
𝑐
𝑣𝑅𝑒𝜌𝐶𝑝
𝜕2𝑇
𝜕𝑥2
+
𝑐𝑅𝑒
𝑣𝑅𝑒𝜌𝐶𝑝
𝜕2𝑇
𝜕𝑦2
 
=
1
𝑃𝑟𝑅𝑒
𝜕2𝑇
𝜕𝑥2
+
1
𝑃𝑟
𝜕2𝑇
𝜕𝑦2
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Perhitungan Persamaan Similaritas 
 
Dengan menggunakan fungsi alir 
𝑢 =
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑦
  ;   𝑣 = − 
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑥
  
dimana variabel similaritas yaitu 
Small time 
𝜓 = 𝑡
1
2𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)     𝑇 = 𝑠(𝑥, 𝜂, 𝑡)        𝜂 =
𝑦
𝑡
1
2
 
Large time 
𝜓 = 𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)        𝑇 = 𝑆(𝑥, 𝑌, 𝑡)       𝑌 = 𝑦 
 
sehingga diperoleh 
Small time 
Persamaan Kontinuitas 
𝜕(𝑟𝑢)
𝜕𝑥
+
𝜕(𝑟𝑣)
𝜕𝑦
= 0
𝜕(𝜕𝜓)
𝜕𝑥𝜕𝑦
−
𝜕(𝜕𝜓)
𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0
𝜕(𝜕𝜓)
𝜕𝑥𝜕𝑦
=
𝜕(𝜕𝜓)
𝜕𝑥𝜕𝑦
 
Persamaan Momentum 
𝜕𝑢
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑦
= 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
−
25
16
𝑀(𝑢 − 𝑢𝑒) 
+𝛼𝑇 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
 
Ruas Kiri 
𝜕𝑢
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑦
=
1
𝑟
𝜕2𝜓
𝜕𝑡𝜕𝑦
+
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑦
1
𝑟
𝜕2𝜓
𝜕𝑥𝜕𝑦
−
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑥
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑦
(
𝜕𝜓
𝜕𝑦
) 
=
1
𝑟
𝜕2𝜓
𝜕𝑡𝜕𝑦
+
1
𝑟2
𝜕𝜓
𝜕𝑦
𝜕2𝜓
𝜕𝑥𝜕𝑦
−
1
𝑟3
𝜕𝜓
𝜕𝑥
(
𝜕𝜓
𝜕𝑦
)
2
−
1
𝑟2
𝜕𝜓
𝜕𝑥
𝜕2𝜓
𝜕𝑦2
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Ruas Kanan 
𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
−
25
16
𝑀(𝑢 − 𝑢𝑒) + 𝛼𝑇 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos𝜃𝑠
) 
= 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+
1
𝑟
𝜕2
𝜕𝑦2
(
𝜕𝜓
𝜕𝑦
) −
25
16
𝑀 (
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑦
− 𝑢𝑒) + 𝛼𝑇 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
= 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+
1
𝑟
𝜕3𝜓
𝜕𝑦3
−
25
16
𝑀 (
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑦
− 𝑢𝑒) + 𝛼𝑇 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
 
Ruas kiri=ruas kanan 
1
𝑟
𝜕2𝜓
𝜕𝑡𝜕𝑦
+
1
𝑟2
𝜕𝜓
𝜕𝑦
𝜕2𝜓
𝜕𝑥𝜕𝑦
−
1
𝑟3
𝜕𝜓
𝜕𝑥
(
𝜕𝜓
𝜕𝑦
)
2
−
1
𝑟2
𝜕𝜓
𝜕𝑥
𝜕2𝜓
𝜕𝑦2
 
= 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+
1
𝑟
𝜕3𝜓
𝜕𝑦3
−
25
16
𝑀 (
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑦
− 𝑢𝑒) + 𝛼𝑇 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
dengan 
𝜕𝜂
𝜕𝑦
=
𝜕
𝜕𝑦
(
𝑦
𝑡
1
2
) =
1
𝑡
1
2
 
𝜕𝜂
𝜕𝑡
= −
1
2
𝑦𝑡−
3
2 = −
1
2
𝑡
𝑡
1
2
1
𝑡
= −
1
2
𝜂
𝑡
  
𝜕𝜓
𝜕𝑦
=
𝜕𝜓
𝜕𝜂
𝜕𝜂
𝜕𝑦
 
 =
𝜕
𝜕𝜂
(𝑡
1
2𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡))
1
𝑡
1
2
 
 = 𝑡
1
2𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
1
𝑡
1
2
𝜕 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂
 
 = 𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂
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𝜕𝜓
𝜕𝑥
=
𝜕 (𝑡
1
2𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡))
𝜕𝑥
 
= 𝑡
1
2
𝜕(𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡))
𝜕𝑥
 
= 𝑡
1
2
𝜕(𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥))
𝜕𝑥
𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡) + 𝑡
1
2𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝑥
 
= 𝑡
1
2𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡) (
𝜕𝑢𝑒(𝑥)
𝜕𝑥
𝑟(𝑥) +
𝜕𝑟(𝑥)
𝜕𝑥
𝑢𝑒(𝑥)) 
+𝑡
1
2𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝑥
 
= 𝑟(𝑥)𝑡
1
2𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝑢𝑒(𝑥)
𝜕𝑥
+ 𝑢𝑒(𝑥)𝑡
1
2𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝑟(𝑥)
𝜕𝑥
 
+𝑡
1
2𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝑥
 
 
𝜕2𝜓
𝜕𝑦2
=
𝜕
𝜕𝑦
(
𝜕𝜓
𝜕𝑦
) 
=
𝜕
𝜕𝑦
(𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂
) 
=
𝜕
𝜕𝜂
(𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂
)
𝜕𝜂
𝜕𝑦
 
= 𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕2 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂2
1
𝑡
1
2
 
=
1
𝑡
1
2
𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕2 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂2
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𝜕3𝜓
𝜕𝑦3
=
𝜕
𝜕𝑦
(
𝜕2𝜓
𝜕𝑦2
) 
=
𝜕
𝜕𝑦
(
1
𝑡
1
2
𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕2 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂2
) 
=
𝜕
𝜕𝜂
(
1
𝑡
1
2
𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕2 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂2
)
𝜕𝜂
𝜕𝑦
 
=
1
𝑡
1
2
𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕3 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂3
1
𝑡
1
2
 
=
1
𝑡
𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕3 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂3
 
 
𝜕2𝜓
𝜕𝑥𝜕𝑦
=
𝜕
𝜕𝑥
(
𝜕𝜓
𝜕𝑦
) 
=
𝜕
𝜕𝑥
(𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂
) 
=
𝜕𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕𝑥
𝜕 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂
+ 𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕2 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝑥𝜕𝜂
 
= (
𝜕𝑢𝑒(𝑥)
𝜕𝑥
𝑟(𝑥) +
𝜕𝑟(𝑥)
𝜕𝑥
𝑢𝑒(𝑥))
𝜕 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂
 
+𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕2 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝑥𝜕𝜂
 
= 𝑟(𝑥)
𝜕𝑢𝑒(𝑥)
𝜕𝑥
𝜕 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂
+ 𝑢𝑒(𝑥)
𝜕𝑟(𝑥)
𝜕𝑥
𝜕 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂
 
+𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕2 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝑥𝜕𝜂
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𝜕2𝜓
𝜕𝑡𝜕𝑦
=
𝜕
𝜕𝑡
(
𝜕𝜓
𝜕𝑦
) 
=
𝜕
𝜕𝑡
(𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂
) 
=
𝜕
𝜕𝜂
(𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂
)
𝜕𝜂
𝜕𝑡
+ 𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕2 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝑡𝜕𝜂
 
= 𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕2 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂2
(−
1
2
𝜂
𝑡
) + 𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕2 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝑡𝜕𝜂
 
= −
𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝑡
𝜂
2
𝜕2 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂2
𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕2 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝑡𝜕𝜂
 
 
Untuk selanjutnya dapat dituliskan 𝑢𝑒(𝑥) = 𝑢𝑒 , 𝑟(𝑥) =
𝑟, 𝑓(𝑥, 𝜂, 𝑡) = 𝑓, sehingga persamaan similaritas untuk persamaan 
momentum yaitu 
Ruas Kiri 
1
𝑟
𝜕2𝜓
𝜕𝑦𝜕𝑡
+
1
𝑟2
𝜕𝜓
𝜕𝑦
𝜕2𝜓
𝜕𝑦𝜕𝑥
−
1
𝑟3
𝜕𝑟
𝜕𝑥
(
𝜕𝜓
𝜕𝑦
)
2
−
1
𝑟2
𝜕𝜓
𝜕𝑥
𝜕2𝜓
𝜕𝑦2
 
=
1
𝑟
(−
𝑢𝑒𝑟
𝑡
𝜂
2
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂2
+ 𝑢𝑒𝑟
𝜕2 𝑓
𝜕𝑡𝜕𝜂
) 
+
1
𝑟2
𝑢𝑒𝑟
𝜕𝑓
𝜕𝜂
 (
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
𝑟
𝜕𝑓
𝜕𝜂
+ 𝑢𝑒
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝜂
+ 𝑢𝑒𝑟
𝜕2 𝑓
𝜕𝑥𝜕𝜂
) −
1
𝑟3
𝜕𝑟
𝜕𝑥
(𝑢𝑒𝑟
𝜕𝑓
𝜕𝜂
)
2
 
−
1
𝑟2
(𝑡
1
2𝑓𝑟
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+ 𝑡
1
2𝑓𝑢𝑒
𝜕𝑟
𝜕𝑥
+ 𝑡
1
2𝑢𝑒𝑟
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂2
𝑢𝑒𝑟
1
𝑡
1
2
 
= −
1
𝑟
𝑢𝑒𝑟
𝑡
𝜂
2
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂2
+
1
𝑟
𝑢𝑒𝑟
𝜕2 𝑓
𝜕𝑡𝜕𝜂
+
1
𝑟2
𝑢𝑒𝑟
2
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
(
𝜕𝑓
𝜕𝜂
)
2
 
+
1
𝑟2
(𝑢𝑒)
2𝑟
𝜕𝑟
𝜕𝑥
(
𝜕𝑓
𝜕𝜂
)
2
+
1
𝑟2
(𝑢𝑒)
2𝑟2
𝜕𝑓
𝜕𝜂
𝜕2 𝑓
𝜕𝑥𝜕𝜂
−
1
𝑟3
𝜕𝑟
𝜕𝑥
(𝑢𝑒)
2𝑟2 (
𝜕𝑓
𝜕𝜂
)
2
 
−𝑡
1
2𝑓𝑟
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂2
𝑢𝑒
1
𝑟
1
𝑡
1
2
− 𝑡
1
2𝑓𝑢𝑒
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂2
𝑢𝑒
1
𝑟
1
𝑡
1
2
− 𝑡
1
2𝑢𝑒𝑟
𝜕𝑓
𝜕𝑥
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂2
𝑢𝑒
1
𝑟
1
𝑡
1
2
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= −
𝑢𝑒
𝑡
𝜂
2
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂2
+ 𝑢𝑒
𝜕2 𝑓
𝜕𝑡𝜕𝜂
+ 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
(
𝜕𝑓
𝜕𝜂
)
2
+
1
𝑟
(𝑢𝑒)
2
𝜕𝑟
𝜕𝑥
(
𝜕𝑓
𝜕𝜂
)
2
 
+(𝑢𝑒)
2
𝜕𝑓
𝜕𝜂
𝜕2 𝑓
𝜕𝑥𝜕𝜂
−
1
𝑟
𝜕𝑟
𝜕𝑥
(𝑢𝑒)
2 (
𝜕𝑓
𝜕𝜂
)
2
− 𝑢𝑒𝑓
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂2
 
−𝑓(𝑢𝑒)
2
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂2
1
𝑟
− (𝑢𝑒)
2
𝜕𝑓
𝜕𝑥
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂2
 
= −
𝑢𝑒
𝑡
𝜂
2
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂2
+ 𝑢𝑒
𝜕2 𝑓
𝜕𝑡𝜕𝜂
+ 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
(
𝜕𝑓
𝜕𝜂
)
2
+ (𝑢𝑒)
2
𝜕𝑓
𝜕𝜂
𝜕2 𝑓
𝜕𝑥𝜕𝜂
 
−𝑢𝑒𝑓
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂2
− 𝑓(𝑢𝑒)
2
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂2
1
𝑟
− (𝑢𝑒)
2
𝜕𝑓
𝜕𝑥
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂2
 
 
Ruas Kanan 
𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+
1
𝑟
𝜕3𝜓
𝜕𝑦3
−
25
16
𝑀 (
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑦
− 𝑢𝑒) + 𝛼𝑇 tan (
𝑥 cos𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
= 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+
1
𝑟
1
𝑡
𝑢𝑒𝑟 
𝜕3𝑓
𝜕𝜂3
−
25
16
𝑀 (
1
𝑟
𝑢𝑒𝑟
𝜕𝑓
𝜕𝜂
− 𝑢𝑒) + 𝛼𝑇 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
= 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+
𝑢𝑒
𝑡
𝜕3𝑓
𝜕𝜂3
−
25
16
𝑀 (𝑢𝑒
𝜕𝑓
𝜕𝜂
− 𝑢𝑒) + 𝛼𝑇 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
 
Ruas kiri = ruas kanan sehingga diperoleh 
−
𝑢𝑒
𝑡
𝜂
2
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂2
+ 𝑢𝑒
𝜕2 𝑓
𝜕𝑡𝜕𝜂
+ 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
(
𝜕𝑓
𝜕𝜂
)
2
+
1
𝑟
(𝑢𝑒)
2
𝜕𝑟
𝜕𝑥
(
𝜕𝑓
𝜕𝜂
)
2
 
+(𝑢𝑒)
2
𝜕𝑓
𝜕𝜂
𝜕2 𝑓
𝜕𝑥𝜕𝜂
− 𝑢𝑒𝑓
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂2
− 𝑓(𝑢𝑒)
2
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂2
1
𝑟
− (𝑢𝑒)
2
𝜕𝑓
𝜕𝑥
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂2
 
= 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+
𝑢𝑒
𝑡
𝜕3𝑓
𝜕𝜂3
−
25
16
𝑀 (𝑢𝑒
𝜕𝑓
𝜕𝜂
− 𝑢𝑒) + 𝛼𝑇 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
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kedua ruas dibagi dengan 𝑢𝑒/𝑡 sehingga diperoleh 
𝜕3𝑓
𝜕𝜂3
+
𝜂
2
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂2
+ 𝑡
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
[1 − (
𝜕𝑓
𝜕𝜂
)
2
+ 𝑓
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂2
] 
= 𝑡
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂𝜕𝑡
+ 𝑡𝑢𝑒 (
𝜕𝑓
𝜕𝜂
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂𝜕𝑥
−
𝜕𝑓
𝜕𝑥
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂2
−
1
𝑟
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝑓
𝜕2 𝑓
𝜕𝜂2
) −
25
16
𝑀𝑡 (1 −
𝜕𝑓
𝜕𝜂
) 
−𝛼𝑡𝑠 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
 
Persamaan Energi 
𝜕𝑇
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑇
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑇
𝜕𝑦
=
1
𝑃𝑟
𝜕2𝑇
𝜕𝑦2
𝜕𝑇
𝜕𝑡
+
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑦
𝜕𝑇
𝜕𝑥
−
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑥
𝜕𝑇
𝜕𝑦
=
1
𝑃𝑟
𝜕2𝑇
𝜕𝑦2
 
 
dengan 
𝜕𝑇
𝜕𝑡
=
𝜕𝑠(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂
𝜕𝜂
𝜕𝑡
+
𝜕𝑠(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝑡
=
𝜕𝑠(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂
(−
1
2
𝜂
𝑡
) +
𝜕𝑠(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝑡
 
= −
𝜂
2𝑡
𝜕𝑠(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂
+
𝜕𝑠(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝑡
 
𝜕𝑇
𝜕𝑦
=
𝜕𝑇
𝜕𝜂
𝜕𝜂
𝜕𝑦
=
𝜕𝑠(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂
𝜕𝜂
𝜕𝑦
=
1
𝑡
1
2
𝜕𝑠(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂
 
𝜕2𝑇
𝜕𝑦2
=
𝜕
𝜕𝑦
(
𝜕𝑇
𝜕𝑦
) =
𝜕
𝜕𝑦
(
1
𝑡
1
2
𝜕𝑠(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂
) =
𝜕
𝜕𝜂
(
1
𝑡
1
2
𝜕𝑠(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂
)
𝜕𝜂
𝜕𝑦
 
=
𝜕2𝑠(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂2
1
𝑡
1
2
1
𝑡
1
2
=
1
𝑡
𝜕2𝑠(𝑥, 𝜂, 𝑡)
𝜕𝜂2
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Untuk selanjutmya dapat dituliskan bahwa 𝑠(𝑥, 𝜂, 𝑡) = 𝑠 
sehingga persamaan similaritas untuk energi yaitu 
 
−
𝜂
2𝑡
𝜕𝑠
𝜕𝜂
+
𝜕𝑠
𝜕𝑡
+
1
𝑟
𝑢𝑒𝑟
𝜕𝑓
𝜕𝜂
𝜕𝑠
𝜕𝑥
−
1
𝑟
(𝑟𝑡
1
2𝑓
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+ 𝑢𝑒𝑡
1
2𝑓
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝑡
1
2𝑢𝑒𝑟
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
1
𝑡
1
2
𝜕𝑠
𝜕𝜂
& 
=
1
𝑡
1
𝑃𝑟
𝜕2𝑠
𝜕𝜂2
−
𝜂
2𝑡
𝜕𝑠
𝜕𝜂
+
𝜕𝑠
𝜕𝑡
+ 𝑢𝑒
𝜕𝑓
𝜕𝜂
𝜕𝑠
𝜕𝑥
− (𝑓
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+ 𝑢𝑒
1
𝑟
𝑓
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝑢𝑒
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
𝜕𝑠
𝜕𝜂
& 
=
1
𝑡
1
𝑃𝑟
𝜕2𝑠
𝜕𝜂2
 
Kedua ruas dikalikan dengan Prt sehingga diperoleh 
−𝑃𝑟
𝜂
2
𝜕𝑠
𝜕𝜂
+ 𝑃𝑟𝑡
𝜕𝑠
𝜕𝑡
+ 𝑃𝑟𝑡𝑢𝑒
𝜕𝑓
𝜕𝜂
𝜕𝑠
𝜕𝑥
− 𝑃𝑟𝑡𝑓
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
𝜕𝑠
𝜕𝜂
− 𝑃𝑟𝑡𝑢𝑒
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝜕𝑠
𝜕𝜂
− 𝑃𝑟𝑡𝑢𝑒
𝜕𝑓
𝜕𝑥
 
=
𝜕2𝑠
𝜕𝜂2
𝜕2𝑠
𝜕𝜂2
+
𝑃𝑟𝜂
2
𝜕𝑠
𝜕𝜂
+ 𝑃𝑟𝑡
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
𝑓
𝜕𝑠
𝜕𝜂
 
= 𝑃𝑟𝑡 [
𝜕𝑠
𝜕𝑡
+ 𝑢𝑒 (
𝜕𝑓
𝜕𝜂
𝜕𝑠
𝜕𝑥
−
𝜕𝑠
𝜕𝜂
𝜕𝑓
𝜕𝑥
−
1
𝑟
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝑓
𝜕𝑠
𝜕𝜂
)] 
 
Large time 
Persamaan Kontinuitas 
𝜕(𝑟𝑢)
𝜕𝑥
+
𝜕(𝑟𝑣)
𝜕𝑦
= 0
𝜕(𝜕𝜓)
𝜕𝑥𝜕𝑦
−
𝜕(𝜕𝜓)
𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0
𝜕(𝜕𝜓)
𝜕𝑥𝜕𝑦
=
𝜕(𝜕𝜓)
𝜕𝑥𝜕𝑦
 
Persamaan Momentum 
𝜕𝑢
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑦
= 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
−
25
16
𝑀(𝑢 − 𝑢𝑒) + 𝛼𝑇 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
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Ruas Kiri 
𝜕𝑢
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑦
=
1
𝑟
𝜕2𝜓
𝜕𝑡𝜕𝑦
+
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑦
1
𝑟
𝜕2𝜓
𝜕𝑥𝜕𝑦
−
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑥
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑦
(
𝜕𝜓
𝜕𝑦
) 
=
1
𝑟
𝜕2𝜓
𝜕𝑡𝜕𝑦
+
1
𝑟2
𝜕𝜓
𝜕𝑦
𝜕2𝜓
𝜕𝑥𝜕𝑦
−
1
𝑟3
𝜕𝜓
𝜕𝑥
(
𝜕𝜓
𝜕𝑦
)
2
−
1
𝑟2
𝜕𝜓
𝜕𝑥
𝜕2𝜓
𝜕𝑦2
 
 
Ruas Kanan 
𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
−
25
16
𝑀(𝑢 − 𝑢𝑒) + 𝛼𝑇 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos𝜃𝑠
) 
= 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+
1
𝑟
𝜕2
𝜕𝑦2
(
𝜕𝜓
𝜕𝑦
) −
25
16
𝑀 (
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑦
− 𝑢𝑒) + 𝛼𝑇 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
= 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+
1
𝑟
𝜕3𝜓
𝜕𝑦3
−
25
16
𝑀 (
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑦
− 𝑢𝑒) + 𝛼𝑇 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
 
Ruas kiri=ruas kanan 
1
𝑟
𝜕2𝜓
𝜕𝑡𝜕𝑦
+
1
𝑟2
𝜕𝜓
𝜕𝑦
𝜕2𝜓
𝜕𝑥𝜕𝑦
−
1
𝑟3
𝜕𝑟
𝜕𝑥
(
𝜕𝜓
𝜕𝑦
)
2
−
1
𝑟2
𝜕𝜓
𝜕𝑥
𝜕2𝜓
𝜕𝑦2
 
= 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+
1
𝑟
𝜕3𝜓
𝜕𝑦3
−
25
16
𝑀 (
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑦
− 𝑢𝑒) + 𝛼𝑇 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
 
dengan 
𝜕𝜓
𝜕𝑦
=
𝜕𝜓
𝜕𝜂
 
=
𝜕
𝜕𝜂
(𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)) 
= 𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑌
 
= 𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑌
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𝜕𝜓
𝜕𝑥
= 𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑌
  
= 𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑌
  
=
𝜕(𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥))
𝜕𝑥
𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡) + 𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑥
 
=  𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡) (
𝜕𝑢𝑒(𝑥)
𝜕𝑥
𝑟(𝑥) +
𝜕𝑟(𝑥)
𝜕𝑥
𝑢𝑒(𝑥))
+ 𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕  𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑥
 
= 𝑟(𝑥) 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑢𝑒(𝑥)
𝜕𝑥
+ 𝑢𝑒(𝑥) 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑟(𝑥)
𝜕𝑥
 
+ 𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕  𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑥
 
 
𝜕2𝜓
𝜕𝑦2
=
𝜕
𝜕𝑌
(
𝜕𝜓
𝜕𝑌
) 
=
𝜕
𝜕𝑌
(𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑌
) 
= 𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕2 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑌2
 
 
𝜕3𝜓
𝜕𝑦3
=
𝜕
𝜕𝑌
(
𝜕2𝜓
𝜕𝑌2
) 
=
𝜕
𝜕𝑌
(𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕2 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑌2
) 
=
𝜕
𝜕𝑌
(𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕2 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑌2
) 
= 𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕3 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑌3
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𝜕2𝜓
𝜕𝑥𝜕𝑦
=
𝜕
𝜕𝑥
(
𝜕𝜓
𝜕𝑦
) 
=
𝜕
𝜕𝑥
(𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑌
) 
=
𝜕𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕𝑥
𝜕 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑌
+ 𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕2𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑥𝜕𝑌
 
= (
𝜕𝑢𝑒(𝑥)
𝜕𝑥
𝑟(𝑥) +
𝜕𝑟(𝑥)
𝜕𝑥
𝑢𝑒(𝑥))
𝜕 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑌
 
+𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕2 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑥𝜕𝑌
 
= 𝑟(𝑥)
𝜕𝑢𝑒(𝑥)
𝜕𝑥
𝜕 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑌
+ 𝑢𝑒(𝑥)
𝜕𝑟(𝑥)
𝜕𝑥
𝜕 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑌
 
+𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕2 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑥𝜕𝑌
 
 
𝜕2𝜓
𝜕𝑡𝜕𝑦
=
𝜕
𝜕𝑡
(
𝜕𝜓
𝜕𝑦
) 
=
𝜕
𝜕𝑡
(𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑌
) 
= 𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕
𝜕𝑌
𝜕 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑌
𝜕𝑌
𝜕𝑡
+ 𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕2 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑡𝜕𝑌
 
= 𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕2 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑌2
𝜕𝑌
𝜕𝑡
+ 𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕2𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑡𝜕𝑌
 
= 𝑢𝑒(𝑥)𝑟(𝑥)
𝜕2 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑡𝜕𝑌
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Untuk selanjutnya dapat dituliskan 𝑢𝑒(𝑥) = 𝑢𝑒 , 𝑟(𝑥) =
𝑟, 𝐹(𝑥, 𝑌, 𝑡) = 𝐹 sehingga persamaan similaritas untuk persamaan 
momentum yaitu 
Ruas Kiri 
1
𝑟
𝜕2𝜓
𝜕𝑦𝜕𝑡
+
1
𝑟2
𝜕𝜓
𝜕𝑦
𝜕2𝜓
𝜕𝑦𝜕𝑥
−
1
𝑟3
𝜕𝑟
𝜕𝑥
(
𝜕𝜓
𝜕𝑦
)
2
−
1
𝑟2
𝜕𝜓
𝜕𝑥
𝜕2𝜓
𝜕𝑦2
 
=
1
𝑟
(𝑢𝑒𝑟
𝜕2 𝐹
𝜕𝑡𝜕𝑌
)
+
1
𝑟2
𝑢𝑒𝑟
𝜕𝐹
𝜕𝑌
 (
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
𝑟
𝜕𝐹
𝜕𝑌
+ 𝑢𝑒
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝜕𝐹
𝜕𝑌
+ 𝑢𝑒𝑟
𝜕2 𝐹
𝜕𝑥𝜕𝑌
) 
−
1
𝑟3
𝜕𝑟
𝜕𝑥
(𝑢𝑒𝑟
𝜕𝐹
𝜕𝑌
)
2
−
1
𝑟2
(𝐹𝑟
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+ 𝐹𝑢𝑒
𝜕𝑟
𝜕𝑥
+ 𝑢𝑒𝑟
𝜕𝐹
𝜕𝑥
)
𝜕2 𝐹
𝜕𝑌
𝑢𝑒𝑟 
= −𝑢𝑒
𝜕2 𝐹
𝜕𝑌2
+ 𝑢𝑒
𝜕2 𝐹
𝜕𝑡𝜕𝑌
+ 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
(
𝜕𝐹
𝜕𝑌
)
2
+
1
𝑟
(𝑢𝑒)
2
𝜕𝑟
𝜕𝑥
(
𝜕𝐹
𝜕𝑌
)
2
 
+(𝑢𝑒)
2
𝜕𝐹
𝜕𝑌
𝜕2 𝐹
𝜕𝑥𝜕𝑌
−
1
𝑟
𝜕𝑟
𝜕𝑥
(𝑢𝑒)
2 (
𝜕𝐹
𝜕𝑌
)
2
− 𝑢𝑒𝐹
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
𝜕2 𝐹
𝜕𝑌2
 
−𝐹(𝑢𝑒)
2
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝜕2 𝐹
𝜕𝑌2
1
𝑟
− (𝑢𝑒)
2
𝜕𝐹
𝜕𝑥
𝜕2 𝐹
𝜕𝑌2
 
= −𝑢𝑒
𝜕2 𝐹
𝜕𝑌2
+ 𝑢𝑒
𝜕2 𝐹
𝜕𝑡𝜕𝑌
+ 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
(
𝜕𝐹
𝜕𝑌
)
2
+ (𝑢𝑒)
2
𝜕𝐹
𝜕𝑌
𝜕2 𝐹
𝜕𝑥𝜕𝑌
 
−𝑢𝑒𝐹
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
𝜕2 𝐹
𝜕𝑌2
− 𝐹(𝑢𝑒)
2
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝜕2 𝐹
𝜕𝑌2
1
𝑟
− (𝑢𝑒)
2
𝜕𝐹
𝜕𝑥
𝜕2 𝐹
𝜕𝑌2
 
 
Ruas Kanan 
𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+
1
𝑟
𝜕3𝜓
𝜕𝑦3
−
25
16
𝑀 (
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑦
− 𝑢𝑒) + 𝛼𝑆 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
= 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+
1
𝑟
𝑢𝑒𝑟 
𝜕3𝐹
𝜕𝑌3
−
25
16
𝑀 (
1
𝑟
𝑢𝑒𝑟
𝜕𝐹
𝜕𝑌
− 𝑢𝑒) + 𝛼𝑆 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
= 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+ 𝑢𝑒
𝜕3𝐹
𝜕𝑌3
−
25
16
𝑀 (𝑢𝑒
𝜕𝐹
𝜕𝑌
− 𝑢𝑒) + 𝛼𝑆 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
101 
 
LAMPIRAN C LANJUTAN 
 
Ruas kiri = ruas kanan sehingga diperoleh 
−𝑢𝑒
𝜕2 𝐹
𝜕𝑌2
+ 𝑢𝑒
𝜕2 𝐹
𝜕𝑡𝜕𝑌
+ 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
(
𝜕𝐹
𝜕𝑌
)
2
+
1
𝑟
(𝑢𝑒)
2
𝜕𝑟
𝜕𝑥
(
𝜕𝐹
𝜕𝑌
)
2
+ (𝑢𝑒)
2
𝜕𝐹
𝜕𝑌
𝜕2 𝐹
𝜕𝑥𝜕𝑌
 
−𝐹
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
𝜕2 𝐹
𝜕𝑌2
− 𝐹(𝑢𝑒)
2
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝜕2 𝐹
𝜕𝑌2
1
𝑟
− (𝑢𝑒)
2
𝜕𝐹
𝜕𝑥
𝜕2 𝐹
𝜕𝑌2
 
= 𝑢𝑒
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
 + 𝑢𝑒
𝜕3𝐹
𝜕𝑌3
−
25
16
𝑀 (𝑢𝑒
𝜕𝐹
𝜕𝑌
− 𝑢𝑒) + 𝛼𝑆 tan (
𝑥 cos𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
 
kedua ruas dibagi dengan ue sehingga diperoleh 
𝜕2 𝐹
𝜕𝑌2
+
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
[1 − (
𝜕𝐹
𝜕𝑌
)
2
+ 𝐹
𝜕2 𝐹
𝜕𝑌2
] 
=
𝜕2 𝐹
𝜕𝑌𝜕𝑡
+ 𝑢𝑒 (
𝜕𝐹
𝜕𝑌
𝜕2 𝐹
𝜕𝑌𝜕𝑥
−
𝜕𝐹
𝜕𝑥
𝜕2 𝐹
𝜕𝑌2
−
1
𝑟
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝜕2 𝐹
𝜕𝑌2
) −
25
16
𝑀 (1 −
𝜕𝐹
𝜕𝑌
)
− 𝛼𝑆 tan (
𝑥 cos 𝑥
cos 𝜃𝑠
) 
 
Persamaan Energi 
𝜕𝑇
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑇
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑇
𝜕𝑦
=
1
𝑃𝑟
𝜕2𝑇
𝜕𝑦2
𝜕𝑇
𝜕𝑡
+
𝜕𝜓
𝜕𝑦
𝜕𝑇
𝜕𝑥
−
𝜕𝜓
𝜕𝑥
𝜕𝑇
𝜕𝑦
=
1
𝑃𝑟
𝜕2𝑇
𝜕𝑦2
 
dengan 
𝜕𝑇
𝜕𝑡
=
𝜕𝑆(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑌
 
𝜕𝑇
𝜕𝑦
=
𝜕𝑆(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑌
 
𝜕2𝑇
𝜕𝑦
=
𝜕2𝑆(𝑥, 𝑌, 𝑡)
𝜕𝑌
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Untuk selanjutmya dapat dituliskan bahwa 𝑆(𝑥, 𝑌, 𝑡) = 𝑆 
sehingga persamaan similaritas untuk energi yaitu 
𝜕𝑆
𝜕𝑡
+
1
𝑟
𝑢𝑒𝑟
𝜕𝐹
𝜕𝑌
𝜕𝑆
𝜕𝑥
−
1
𝑟
(𝑟𝑡
1
2𝐹
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+ 𝑢𝑒𝑡
1
2𝐹
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝑡
1
2𝑢𝑒𝑟
𝜕𝐹
𝜕𝑥
)
1
𝑡
1
2
𝜕𝑆
𝜕𝑌
&
=
1
𝑡
1
𝑃𝑟
𝜕2𝑆
𝜕𝑌2
 
𝜕𝑆
𝜕𝑡
+ 𝑢𝑒
𝜕𝐹
𝜕𝑌
𝜕𝑆
𝜕𝑥
− (𝐹
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
+ 𝑢𝑒
1
𝑟
𝐹
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝑢𝑒
𝜕𝐹
𝜕𝑥
)
𝜕𝑆
𝜕𝑌
& =
1
𝑡
1
𝑃𝑟
𝜕2𝑆
𝜕𝑌2
 
 
Kedua ruas dikalikan dengan Prt sehingga diperoleh 
𝑡
𝜕𝑆
𝜕𝑡
+ 𝑃𝑟𝑡𝑢𝑒
𝜕𝐹
𝜕𝑌
𝜕𝑆
𝜕𝑥
− 𝑃𝑟𝑡𝐹
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
𝜕𝑆
𝜕𝑌
+ 𝑃𝑟𝑡𝑢𝑒
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝜕𝑆
𝜕𝑌
− 𝑃𝑟𝑡𝑢𝑒
𝜕𝐹
𝜕𝑥
=
𝜕2𝑆
𝜕𝑌2
 
𝜕2𝑆
𝜕𝜂2
+ 𝑃𝑟𝑡
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
𝐹
𝜕𝑆
𝜕𝑌
= 𝑃𝑟 [
𝜕𝑆
𝜕𝑡
+ 𝑢𝑒 (
𝜕𝐹
𝜕𝑌
𝜕𝑆
𝜕𝑥
−
𝜕𝑆
𝜕𝑌
𝜕𝐹
𝜕𝑥
−
1
𝑟
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝐹
𝜕𝑆
𝜕𝑌
)] 
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Non-Dimensional Kondisi Batas Bola Teriris 
 
Kondisi batas yang digunakan adalah 
𝑡̅ < 0: ?̅? = ?̅? = 0, ?̅? = 𝑇∞ untuk setiap ?̅?, ?̅? 
𝑡̅ ≥ 0: ?̅? = ?̅? = 0, ?̅? = 𝑇𝑤 pada saat ?̅? = 0 
?̅? = 𝑢𝑒̅̅ ̅(?̅?), ?̅? = 𝑇∞ saat ?̅? → ∞ 
dengan menggunakan variabel non dimensional 𝑦 = 𝑅𝑒
1
2
?̅?
𝑎
, 𝑇 =
?̅?−𝑇∞
𝑇𝑤−𝑇∞
  maka diperoleh 
?̅? = 𝑇∞
𝑇 =
𝑇∞ − 𝑇∞
𝑇𝑤 − 𝑇∞
= 0
?̅? = 𝑇𝑤
 
𝑇 =
𝑇𝑤 − 𝑇∞
𝑇𝑤 − 𝑇∞
= 1 
 
Sehingga kondisi batasnya menjadi 
𝑡 < 0: 𝑢 = 𝑣 = 0, 𝑇 = 0 untuk setiap 𝑥, 𝑦 
𝑡 ≥ 0: 𝑢 = 𝑣 = 0, 𝑇 = 1 pada saat 𝑦 = 0 
𝑡 = 𝑢𝑒(𝑥), 𝑇 = 0 saat 𝑦 → ∞ 
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“Halaman ini sengaja dikosongkan” 
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Penurunan Kondisi Awal 
 
Persamaan yang digunakan untuk menentukan kondisi awal yaitu 
𝑓′′′ +
𝜂
2
𝑓′′ + 𝑡
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
(1 − (𝑓′)2 + 𝑓𝑓′′) 
= 𝑡
𝜕𝑓′
𝜕𝑡
+ 𝑡𝑢𝑒 (𝑓
′
𝜕𝑓′
𝜕𝑥
−
𝜕𝑓
𝜕𝑥
𝑓′′ −
1
𝑟
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝑓𝑓′′) −
25
16
𝑀𝑡(1 − 𝑓′) 
 
𝑠′′ +
𝑃𝑟𝜂
2
𝑠′ + 𝑃𝑟𝑡
𝜕𝑢𝑒
𝜕𝑥
𝑓𝑠′
= 𝑃𝑟𝑡 [
𝜕𝑠
𝜕𝑡
+ 𝑢𝑒 (𝑓
′ 
𝜕𝑠
𝜕𝑥
− 𝑠′
𝜕𝑓
𝜕𝑥
−
1
𝑟
𝜕𝑟
𝜕𝑥
𝑓𝑠′)] 
 
dengan mensubstitusikan t = 0 maka diperoleh persamaan 
𝑓′′′ +
𝜂
2
𝑓′′ = 0 
𝑠′′ +
𝑃𝑟𝜂
2
𝑠′ = 0 
untuk mendapatkan f digunakan persamaan 
𝑓′′′ +
𝜂
2
𝑓′′ = 0 
dengan menggunakan pemisalan ℎ = 𝑓′′  sehingga persamaannya 
menjadi 
ℎ′ +
𝜂
2
ℎ = 0 
dengan ℎ′ =
𝑑ℎ
𝑑𝜂
  maka persamaan ℎ′ +
𝜂
2
ℎ = 0 dapat dituliskan 
sebagai berikut. 
𝑑ℎ +
𝜂
2
ℎ𝑑𝜂 = 0 
kedua ruas dibagi dengan h sehingga diperoleh 
1
ℎ
𝑑ℎ +
𝜂
2
𝑑𝜂 = 0 
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kedua ruas diintergralkan diperoleh 
ln ℎ +
𝜂2
4
= 𝑐1
ln ℎ = −
𝜂2
4
+ 𝑐1
ℎ = 𝑒−
𝜂2
4 +𝑐1
 
ℎ = 𝑒𝑐1𝑒−
𝜂2
4  
 
karena ℎ = 𝑓′′ maka 
𝑓′′ = 𝑒𝑐1𝑒−
𝜂2
4
𝑓′ = ∫𝑒𝑐1𝑒−
𝜂2
4 𝑑𝜂
𝑓′ = 𝑒𝑐1 ∫𝑒−
𝜂2
4 𝑑𝜂
 
Dengan menggunakan rumus integral eksponensial yang 
melibatkan fungsi error (erf) yaitu 
∫𝑒−𝑐𝑥
2
𝑑𝑥 =  √
𝜋
4𝑐
erf (√𝑐𝑥) 
maka diperoleh 
𝑓′ = 𝑒𝑐1 ∫𝑒−
𝜂2
4 𝑑𝜂 
 = 𝑒𝑐1√𝜋 erf (
𝜂
2
) + 𝑐2 
dengan menggunakan kondisi batas 
𝑡 ≥ 0: 𝑓 = 𝑓′ = 0, 𝑠 = 1 pada saat 𝜂 = 0 
𝑓′ = 1, 𝑠 = 0 pada saat 𝜂 → ∞ 
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Akan ditentukan nilai 𝑒𝑐1  dan 𝑐2yaitu untuk saat 𝜂 = 0 
𝑓′ = 𝑒𝑐1√𝜋 erf (
𝜂
2
) + 𝑐2
0 = 𝑒𝑐1√𝜋 erf(0) + 𝑐2
𝑐2 = 0
 
 
saat 𝜂 → ∞ maka diperoleh 
𝑓′ = 𝑒𝑐1√𝜋 erf (
𝜂
2
) + 𝑐2
1 = 𝑒𝑐1√𝜋 erf(∞) + 0
1 = 𝑒𝑐1√𝜋
𝑒𝑐1 =
1
√𝜋
 
 
Substitusi nilai 𝑒𝑐1  dan 𝑐2ke 𝑓
′ yaitu 
𝑓′ = 𝑒𝑐1√𝜋 erf (
𝜂
2
) + 𝑐2 
=
1
√𝜋
√𝜋 erf (
𝜂
2
) + 0 
= erf (
𝜂
2
) 
𝑓′′ =
𝑒−
𝜂2
4
√𝜋
 
𝑓 = ∫𝑓′ 𝑑𝜂 
= 𝜂 erf (
𝜂
2
) +
2𝑒−
𝜂2
4
√𝜋
+ 𝑐3 
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Nilai c3 dihitung dengan menggunakan kondisi batas 𝑓 =
0 saat 𝜂 = 0 yaitu 
𝑓 = 𝜂 erf (
𝜂
2
) +
2𝑒−
𝜂2
4
√𝜋
+ 𝑐3
0 = 0 +
2
√𝜋
+ 𝑐3
𝑐3 = −
2
√𝜋
 
Substitusi 𝑐3 ke 𝑓 sehingga diperoleh 
𝑓 = 𝜂 erf (
𝜂
2
) +
2𝑒−
𝜂2
4
√𝜋
+ 𝑐3
= 𝜂 erf (
𝜂
2
) +
2𝑒−
𝜂2
4
√𝜋
−
2
√𝜋
= 𝜂 erf (
𝜂
2
) +
2
√𝜋
(𝑒−
𝜂2
4 − 1)
 
 
Selanjutnya dilakukan penyelesaian untuk mendapatkan 𝑠 
dengan memisalkan 𝑠′ = 𝑘 sehingga diperoleh 
𝑘′ +
𝑃𝑟𝜂
2
𝑘 = 0 
dengan 𝑘′ =
𝑑𝑘
𝑑𝜂
   maka diperoleh 
1
𝑘
𝑑𝑘 +
𝑃𝑟𝜂
2
𝑑𝜂 = 0 
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kedua ruas diintegralkan diperoleh 
ln 𝑘 +
𝑃𝑟𝜂2
4
= 𝑐4
ln 𝑘 = −
𝑃𝑟𝜂2
4
+ 𝑐4
𝑘 = 𝑒−
𝑃𝑟𝜂2
4 +𝑐4
𝑘 = 𝑒𝑐4𝑒−
𝑃𝑟𝜂2
4
 
Karena 𝑘 = 𝑠′    maka 
𝑠′ = 𝑒𝑐4𝑒−
𝑃𝑟𝜂2
4
𝑠 = ∫𝑒𝑐4𝑒−
𝑃𝑟𝜂2
4 𝑑𝜂
𝑠 = 𝑒𝑐4 ∫𝑒−
𝑃𝑟𝜂2
4 𝑑𝜂
 
Dengan menggunakan rumus integral eksponensial yang 
melibatkan fungsi error (erf) yaitu 
∫𝑒−𝑐𝑥
2
𝑑𝑥 =  √
𝜋
4𝑐
erf (√𝑐𝑥) 
maka diperoleh 
𝑠 = 𝑒𝑐4 ∫𝑒−
𝑃𝑟𝜂2
4 𝑑𝜂 
 = 𝑒𝑐4√𝜋 erf (
𝜂√𝑃𝑟
2
) + 𝑐5 
dengan menggunakan kondisi batas 
𝑡 ≥ 0: 𝑓 = 𝑓′ = 0, 𝑠 = 1 pada saat 𝜂 = 0 
𝑓′ = 1, 𝑠 = 0 pada saat 𝜂 → ∞ 
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Akan ditentukan nilai 𝑒𝑐4  dan 𝑐5yaitu untuk saat 𝜂 = 0 
𝑠 =  𝑒𝑐4√𝜋 erf (
𝜂√𝑃𝑟
2
) + 𝑐5
1 = 𝑒𝑐4√𝜋 erf(0) + 𝑐5
𝑐5 = 1
 
 saat 𝜂 → ∞ maka diperoleh 
𝑠 =  𝑒𝑐4√𝜋 erf (
𝜂√𝑃𝑟
2
) + 𝑐5
0 = 𝑒𝑐4√𝜋 erf(∞) + 1
𝑒𝑐4 = −
1
√𝜋 
 
Dengan mensubstitusi 𝑒𝑐4  dan 𝑐5 ke 𝑠 sehingga diperoleh 
𝑠 =  𝑒𝑐4√𝜋 erf (
𝜂√𝑃𝑟
2
) + 𝑐5
= −
1
√𝜋 
√𝜋 erf (
𝜂√𝑃𝑟
2
) + 1
= erf (
𝜂√𝑃𝑟
2
) + 1
𝑠′ = −√
𝑃𝑟
𝜋
𝑒−
𝑃𝑟𝜂2
4
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Diskritisasi Model 
1. Untuk Small time 
Berdasarkan pemisalan fungsi dalam bentuk orde pertama yaitu 
𝑓′ = 𝑢 
𝑢′ = 𝑣 
𝑠′ = 𝑞 
𝑣′ +
𝜂
2
𝑣 +
3𝑡
2 cos 𝜃𝑠
(1 − 𝑢2 + 𝑓𝑣) +
25
16
𝑀𝑡(1 − 𝑢) +
2
3
𝛼𝑡𝑠
= 𝑡
𝜕𝑢
𝜕𝑡
 
𝑞′ +
𝑃𝑟
2
𝜂𝑞 +
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑃𝑟𝑡𝑓𝑞 = 𝑃𝑟𝑡
𝜕𝑠
𝜕𝑡
 
dapat didiskritisasi menjadi 
1. 
1
𝑙𝑗
(𝑓𝑗
𝑛 − 𝑓𝑗−1
𝑛 ) = 𝑢
𝑗−
1
2
𝑛 ⇒
1
𝑙𝑗
(𝑓𝑗
𝑛 − 𝑓𝑗−1
𝑛 ) =
1
2
(𝑢𝑗
𝑛 − 𝑢𝑗−1
𝑛 ) 
2. 
1
𝑙𝑗
(𝑢𝑗
𝑛 − 𝑢𝑗−1
𝑛 ) = 𝑣
𝑗−
1
2
𝑛 ⇒
1
𝑙𝑗
(𝑢𝑗
𝑛 − 𝑢𝑗−1
𝑛 ) =
1
2
(𝑣𝑗
𝑛 − 𝑣𝑗−1
𝑛 ) 
3. 
1
𝑙𝑗
(𝑠𝑗
𝑛 − 𝑠𝑗−1
𝑛 ) = 𝑞
𝑗−
1
2
𝑛 ⇒
1
𝑙𝑗
(𝑠𝑗
𝑛 − 𝑠𝑗−1
𝑛 ) =
1
2
(𝑞𝑗
𝑛 − 𝑞𝑗−1
𝑛 ) 
4. 
1
2
[(𝐿1)
𝑗−
1
2
𝑛 + (𝐿1)
𝑗−
1
2
𝑛−1] = 𝑡𝑛−
1
2 (
𝑢
𝑗−
1
2
𝑛 − 𝑢
𝑗−
1
2
𝑛−1
𝑘𝑛
) 
dengan 
(𝐿1)
𝑗−
1
2
𝑛 = [𝑣′ +
𝜂
2
𝑣 +
3𝑡
2 cos 𝜃𝑠
(1 − 𝑢2 + 𝑓𝑣) +
25
16
𝑀𝑡(1 − 𝑢) +
2
3
𝛼𝑡𝑠]
𝑗−
1
2
𝑛
 
= (
𝑣𝑗
𝑛 − 𝑣𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) +
𝜂
𝑗−
1
2
2
𝑣
𝑗−
1
2
𝑛
+
3𝑡𝑛
2 cos 𝜃𝑠
(1 − (𝑢
𝑗−
1
2
𝑛 )
2
+ 𝑓
𝑗−
1
2
𝑛 𝑣
𝑗−
1
2
𝑛 ) 
+
25
16
𝑀𝑡𝑛 (1 − 𝑢
𝑗−
1
2
𝑛 ) +
2
3
𝛼𝑡𝑛𝑠
𝑗−
1
2
𝑛  
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(𝐿1)
𝑗−
1
2
𝑛−1 = [𝑣′ +
𝜂
2
𝑣 +
3𝑡
2 cos 𝜃𝑠
(1 − 𝑢2 + 𝑓𝑣) +
25
16
𝑀𝑡(1 − 𝑢) +
2
3
𝛼𝑡𝑠]
𝑗−
1
2
𝑛−1
 
 = (
𝑣𝑗
𝑛−1 − 𝑣𝑗−1
𝑛−1
𝑙𝑗
) +
𝜂
𝑗−
1
2
2
𝑣
𝑗−
1
2
𝑛−1
+
3𝑡𝑛−1
2 cos 𝜃𝑠
(1 − (𝑢
𝑗−
1
2
𝑛−1)
2
+ 𝑓
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑣
𝑗−
1
2
𝑛−1) 
+
25
16
𝑀𝑡𝑛−1 (1 − 𝑢
𝑗−
1
2
𝑛−1) +
2
3
𝛼𝑡𝑛−1𝑠
𝑗−
1
2
𝑛−1 
Sehingga didapatkan 
1
2
((
𝑣𝑗
𝑛 − 𝑣𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) +
𝜂
𝑗−
1
2
2
𝑣
𝑗−
1
2
𝑛 +
3𝑡𝑛
2 cos 𝜃𝑠
(1 − (𝑢
𝑗−
1
2
𝑛 )
2
+ 𝑓
𝑗−
1
2
𝑛 𝑣
𝑗−
1
2
𝑛 )
+
25
16
𝑀𝑡𝑛 (1 − 𝑢
𝑗−
1
2
𝑛 ) +
2
3
𝛼𝑡𝑛𝑠
𝑗−
1
2
𝑛 + (
𝑣𝑗
𝑛−1 − 𝑣𝑗−1
𝑛−1
𝑙𝑗
)
+
𝜂
𝑗−
1
2
2
𝑣
𝑗−
1
2
𝑛−1 +
3𝑡𝑛
2 cos 𝜃𝑠
(1 − (𝑢
𝑗−
1
2
𝑛−1)
2
+ 𝑓
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑣
𝑗−
1
2
𝑛−1)
+
25
16
𝑀𝑡𝑛−1 (1 − 𝑢
𝑗−
1
2
𝑛−1) +
2
3
𝛼𝑡𝑛−1𝑠
𝑗−
1
2
𝑛−1) −
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑢
𝑗−
1
2
𝑛
−
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑢
𝑗−
1
2
𝑛−1 
= (
𝑣𝑗
𝑛 − 𝑣𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) +
𝜂
𝑗−
1
2
2
𝑣
𝑗−
1
2
𝑛 +
3𝑡𝑛
2 cos 𝜃𝑠
(1 − (𝑢
𝑗−
1
2
𝑛 )
2
+ 𝑓
𝑗−
1
2
𝑛 𝑣
𝑗−
1
2
𝑛 ) 
+
25
16
𝑀𝑡𝑛 (1 − 𝑢
𝑗−
1
2
𝑛 ) +
2
3
𝛼𝑡𝑛𝑠
𝑗−
1
2
𝑛 − 2
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑢
𝑗−
1
2
𝑛  
= − (
𝑣𝑗
𝑛−1 − 𝑣𝑗−1
𝑛−1
𝑙𝑗
) −
𝜂
𝑗−
1
2
2
𝑣
𝑗−
1
2
𝑛−1 −
3𝑡𝑛
2 cos 𝜃𝑠
(1 − (𝑢
𝑗−
1
2
𝑛−1)
2
+ 𝑓
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑣
𝑗−
1
2
𝑛−1) 
−
25
16
𝑀𝑡𝑛−1 (1 − 𝑢
𝑗−
1
2
𝑛−1) −
2
3
𝛼𝑡𝑛−1𝑠
𝑗−
1
2
𝑛−1 − 2
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑢
𝑗−
1
2
𝑛−1 
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5. 
1
2
[(𝐿2)
𝑗−
1
2
𝑛 + (𝐿2)
𝑗−
1
2
𝑛−1] = 𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2 (
𝑠
𝑗−
1
2
𝑛 − 𝑠
𝑗−
1
2
𝑛−1
𝑘𝑛
) 
dengan 
(𝐿2)
𝑗−
1
2
𝑛 = [𝑞′ +
𝑃𝑟
2
𝜂𝑞 +
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑃𝑟𝑡𝑓𝑞]
𝑗−
1
2
𝑛
 
 = (
𝑞𝑗
𝑛 − 𝑞𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) + 𝑃𝑟
𝜂
𝑗−
1
2
𝑛
2
𝑞
𝑗−
1
2
𝑛 +
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑃𝑟𝑡𝑛𝑓
𝑗−
1
2
𝑛 𝑞
𝑗−
1
2
𝑛  
 
 
(𝐿2)
𝑗−
1
2
𝑛−1 = [𝑞′ +
𝑃𝑟
2
𝜂𝑞 +
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑃𝑟𝑡𝑓𝑞]
𝑗−
1
2
𝑛−1
 
 = (
𝑞𝑗
𝑛−1 − 𝑞𝑗−1
𝑛−1
𝑙𝑗
) + 𝑃𝑟
𝜂
𝑗−
1
2
𝑛−1
2
𝑞
𝑗−
1
2
𝑛−1
+
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑃𝑟𝑡𝑛−1𝑓
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑞
𝑗−
1
2
𝑛−1 
 
sehingga didapatkan 
1
2
((
𝑞𝑗
𝑛 − 𝑞𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) + 𝑃𝑟
𝜂
𝑗−
1
2
𝑛
2
𝑞
𝑗−
1
2
𝑛 +
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑃𝑟𝑡𝑛𝑓
𝑗−
1
2
𝑛 𝑞
𝑗−
1
2
𝑛 _
+ (
𝑞𝑗
𝑛−1 − 𝑞𝑗−1
𝑛−1
𝑙𝑗
) + 𝑃𝑟
𝜂
𝑗−
1
2
𝑛−1
2
𝑞
𝑗−
1
2
𝑛−1
+
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑃𝑟𝑡𝑛−1𝑓
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑞
𝑗−
1
2
𝑛−1)
=
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑠
𝑗−
1
2
𝑛 −
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑠
𝑗−
1
2
𝑛−1 
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= (
𝑞𝑗
𝑛 − 𝑞𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) + 𝑃𝑟
𝜂
𝑗−
1
2
𝑛
2
𝑞
𝑗−
1
2
𝑛 +
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑃𝑟𝑡𝑛𝑓
𝑗−
1
2
𝑛 𝑞
𝑗−
1
2
𝑛
− 2
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑠
𝑗−
1
2
𝑛  
= −(
𝑞𝑗
𝑛−1 − 𝑞𝑗−1
𝑛−1
𝑙𝑗
) − 𝑃𝑟
𝜂
𝑗−
1
2
𝑛−1
2
𝑞
𝑗−
1
2
𝑛−1 −
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑃𝑟𝑡𝑛−1𝑓
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑞
𝑗−
1
2
𝑛−1 
−2
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑠
𝑗−
1
2
𝑛−1 
 
2. Untuk Large time 
Berdasarkan pemisalan fungsi dalam bentuk orde pertama yaitu 
𝐹′ = 𝑈 
𝑈′ = 𝑉 
𝑆′ = 𝑄 
𝑉′ +
3
2 cos 𝜃𝑠
(1 − 𝑈2 + 𝐹𝑉) +
25
16
𝑀(1 − 𝑢) +
2
3
𝛼𝑆 = 𝑡
𝜕𝑈
𝜕𝑡
 
𝑄′ +
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑃𝑟𝑓𝑄 = 𝑃𝑟𝑡
𝜕𝑆
𝜕𝑡
 
dapat didiskritisasi menjadi 
1. 
1
𝑙𝑗
(𝐹𝑗
𝑛 − 𝐹𝑗−1
𝑛 ) = 𝑈
𝑗−
1
2
𝑛 ⇒
1
𝑙𝑗
(𝐹𝑗
𝑛 − 𝐹𝑗−1
𝑛 ) =
1
2
(𝑈𝑗
𝑛 − 𝑈𝑗−1
𝑛 ) 
2. 
1
𝑙𝑗
(𝑈𝑗
𝑛 − 𝑈𝑗−1
𝑛 ) = 𝑉
𝑗−
1
2
𝑛 ⇒
1
𝑙𝑗
(𝑈𝑗
𝑛 − 𝑈𝑗−1
𝑛 ) =
1
2
(𝑉𝑗
𝑛 − 𝑉𝑗−1
𝑛 ) 
3. 
1
𝑙𝑗
(𝑆𝑗
𝑛 − 𝑆𝑗−1
𝑛 ) = 𝑄
𝑗−
1
2
𝑛 ⇒
1
𝑙𝑗
(𝑆𝑗
𝑛 − 𝑆𝑗−1
𝑛 ) =
1
2
(𝑄𝑗
𝑛 − 𝑄𝑗−1
𝑛 ) 
4. 
1
2
[(𝐿1)
𝑗−
1
2
𝑛 + (𝐿1)
𝑗−
1
2
𝑛−1] = 𝑡𝑛−
1
2 (
𝑈
𝑗−
1
2
𝑛 − 𝑈
𝑗−
1
2
𝑛−1
𝑘𝑛
) 
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Dengan 
(𝐿1)
𝑗−
1
2
𝑛 = [𝑉′ +
3
2 cos 𝜃𝑠
(1 − 𝑈2 + 𝐹𝑉) +
25
16
𝑀(1 − 𝑈) +
2
3
𝛼𝑆]
𝑗−
1
2
𝑛
 
= (
𝑉𝑗
𝑛 − 𝑉𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) +
3
2 cos𝜃𝑠
(1 − (𝑈
𝑗−
1
2
𝑛 )
2
+ 𝐹
𝑗−
1
2
𝑛 𝑉
𝑗−
1
2
𝑛 ) 
+
25
16
𝑀 (1 − 𝑈
𝑗−
1
2
𝑛 ) +
2
3
𝛼𝑆
𝑗−
1
2
𝑛  
 
(𝐿2)
𝑗−
1
2
𝑛−1 = [𝑉′ +
3
2 cos 𝜃𝑠
(1 − 𝑈2 + 𝐹𝑉) +
25
16
𝑀(1 − 𝑈) +
2
3
𝛼𝑆]
𝑗−
1
2
𝑛−1
 
= (
𝑉𝑗
𝑛−1 − 𝑉𝑗−1
𝑛−1
𝑙𝑗
) +
3
2 cos 𝜃𝑠
(1 − (𝑈
𝑗−
1
2
𝑛−1)
2
+ 𝐹
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑉
𝑗−
1
2
𝑛−1) 
+
25
16
𝑀 (1 − 𝑈
𝑗−
1
2
𝑛−1) +
2
3
𝛼𝑆
𝑗−
1
2
𝑛−1 
Sehingga didapatkan  
1
2
((
𝑉𝑗
𝑛 − 𝑉𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) +
3
2 cos 𝜃𝑠
(1 − (𝑈
𝑗−
1
2
𝑛 )
2
+ 𝐹
𝑗−
1
2
𝑛 𝑉
𝑗−
1
2
𝑛 )
+
25
16
𝑀 (1 − 𝑈
𝑗−
1
2
𝑛 ) +
2
3
𝛼𝑆
𝑗−
1
2
𝑛 + (
𝑉𝑗
𝑛−1 − 𝑉𝑗−1
𝑛−1
𝑙𝑗
)
+
3
2 cos 𝜃𝑠
(1 − (𝑈
𝑗−
1
2
𝑛−1)
2
+ 𝐹
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑉
𝑗−
1
2
𝑛−1)
+
25
16
𝑀 (1 − 𝑈
𝑗−
1
2
𝑛−1) +
2
3
𝛼𝑆
𝑗−
1
2
𝑛−1)
=
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑈
𝑗−
1
2
𝑛 −
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑈
𝑗−
1
2
𝑛−1 
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= (
𝑉𝑗
𝑛 − 𝑉𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) +
3
2 cos𝜃𝑠
(1 − (𝑈
𝑗−
1
2
𝑛 )
2
+ 𝐹
𝑗−
1
2
𝑛 𝑉
𝑗−
1
2
𝑛 ) 
+
25
16
𝑀 (1 − 𝑈
𝑗−
1
2
𝑛 ) +
2
3
𝛼𝑆
𝑗−
1
2
𝑛 − 2
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑈
𝑗−
1
2
𝑛  
= −(
𝑉𝑗
𝑛−1 − 𝑉𝑗−1
𝑛−1
𝑙𝑗
) −
3
2 cos 𝜃𝑠
(1 − (𝑈
𝑗−
1
2
𝑛−1)
2
+ 𝐹
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑉
𝑗−
1
2
𝑛−1) 
−
25
16
𝑀 (1 − 𝑈
𝑗−
1
2
𝑛−1) −
2
3
𝛼𝑆
𝑗−
1
2
𝑛−1 − 2
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑈
𝑗−
1
2
𝑛−1 
 
 
5. 
1
2
[(𝐿2)
𝑗−
1
2
𝑛 + (𝐿2)
𝑗−
1
2
𝑛−1] = 𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2 (
𝑆
𝑗−
1
2
𝑛 − 𝑆
𝑗−
1
2
𝑛−1
𝑘𝑛
) 
dengan 
(𝐿1)
𝑗−
1
2
𝑛 = [𝑄′ +
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑃𝑟𝐹𝑄]
𝑗−
1
2
𝑛
 
= (
𝑄𝑗
𝑛 − 𝑄𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) +
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑃𝑟𝐹
𝑗−
1
2
𝑛 𝑄
𝑗−
1
2
𝑛  
 
(𝐿2)
𝑗−
1
2
𝑛−1 = [𝑄′ +
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑃𝑟𝐹𝑄]
𝑗−
1
2
𝑛−1
 
= (
𝑄𝑗
𝑛−1 − 𝑄𝑗−1
𝑛−1
𝑙𝑗
) +
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑃𝑟𝐹
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑄
𝑗−
1
2
𝑛−1 
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sehingga didapatkan 
1
2
((
𝑄𝑗
𝑛 − 𝑄𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) +
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑃𝑟𝐹
𝑗−
1
2
𝑛 𝑄
𝑗−
1
2
𝑛 + (
𝑄𝑗
𝑛−1 − 𝑄𝑗−1
𝑛−1
𝑙𝑗
)
+
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑃𝑟𝐹
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑄
𝑗−
1
2
𝑛−1)
=
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑆
𝑗−
1
2
𝑛 −
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑆
𝑗−
1
2
𝑛−1 
= (
𝑄𝑗
𝑛 − 𝑄𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) +
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑃𝑟𝐹
𝑗−
1
2
𝑛 𝑄
𝑗−
1
2
𝑛 − 2
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑆
𝑗−
1
2
𝑛  
= −(
𝑄𝑗
𝑛−1 − 𝑄𝑗−1
𝑛−1
𝑙𝑗
) −
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑃𝑟𝐹
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑄
𝑗−
1
2
𝑛−1 − 2
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑆
𝑗−
1
2
𝑛−1 
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Linierisasi dengan Metode Newton 
 
Untuk small time 
1. 
1
𝑙𝑗
(𝑓𝑗
𝑛 − 𝑓𝑗−1
𝑛 ) +
1
𝑙𝑗
(𝛿𝑓𝑗 − 𝛿𝑓𝑗−1) =
1
2
(𝑢𝑗
𝑛 + 𝑢𝑗−1
𝑛 ) +
1
2
(𝛿𝑢𝑗 + 𝛿𝑢𝑗−1) 
(𝛿𝑓𝑗 − 𝛿𝑓𝑗−1) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑢𝑗 + 𝛿𝑢𝑗−1) = −(𝑓𝑗
𝑛 − 𝑓𝑗−1
𝑛 ) +
𝑙𝑗
2
(𝑢𝑗
𝑛 + 𝑢𝑗−1
𝑛 ) 
2.  
1
𝑙𝑗
(𝑢𝑗
𝑛 − 𝑢𝑗−1
𝑛 ) +
1
𝑙𝑗
(𝛿𝑢𝑗 − 𝛿𝑢𝑗−1) =
1
2
(𝑣𝑗
𝑛 + 𝑣𝑗−1
𝑛 ) +
1
2
(𝛿𝑣𝑗 + 𝛿𝑣𝑗−1) 
(𝛿𝑢𝑗 − 𝛿𝑢𝑗−1) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑣𝑗 + 𝛿𝑣𝑗−1) = −(𝑢𝑗
𝑛 − 𝑢𝑗−1
𝑛 ) +
𝑙𝑗
2
(𝑣𝑗
𝑛 + 𝑣𝑗−1
𝑛 ) 
3.  
1
𝑙𝑗
(𝑠𝑗
𝑛 − 𝑠𝑗−1
𝑛 ) +
1
𝑙𝑗
(𝛿𝑞𝑗 − 𝛿𝑞𝑗−1) =
1
2
(𝑠𝑗
𝑛 + 𝑠𝑗−1
𝑛 ) +
1
2
(𝛿𝑞𝑗 + 𝛿𝑞𝑗−1) 
(𝛿𝑠𝑗 − 𝛿𝑠𝑗−1) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑞𝑗 + 𝛿𝑞𝑗−1) = −(𝑠𝑗
𝑛 − 𝑠𝑗−1
𝑛 ) +
𝑙𝑗
2
(𝑞𝑗
𝑛 + 𝑞𝑗−1
𝑛 ) 
4. 
(
𝑣𝑗
𝑛 − 𝑣𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) + (
𝛿𝑣𝑗 + 𝛿𝑣𝑗−1
𝑙𝑗
) +
𝜂
𝑗−
1
2
2
(𝑣
𝑗−
1
2
𝑛 +
𝛿𝑣𝑗 + 𝛿𝑣𝑗−1
2
)
+
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑡𝑛 (1 − (𝑢
𝑗−
1
2
𝑛 +
𝛿𝑢𝑗 + 𝛿𝑢𝑗−1
2
)
 
2
+ (𝑓
𝑗−
1
2
𝑛 +
𝛿𝑓𝑗 + 𝛿𝑓𝑗−1
2
) (𝑣
𝑗−
1
2
𝑛 +
𝛿𝑣𝑗 + 𝛿𝑣𝑗−1
2
)) 
+
25
16
𝑀𝑡𝑛 (1 − 𝑢
𝑗−
1
2
𝑛 +
𝛿𝑢𝑗 + 𝛿𝑢𝑗−1
2
) +
2
3
𝛼𝑡𝑛(𝑠
𝑗−
1
2
𝑛 +
𝛿𝑠𝑗 + 𝛿𝑠𝑗−1
2
)
 
− 2
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
(𝑢
𝑗−
1
2
𝑛 +
𝛿𝑢𝑗 + 𝛿𝑢𝑗−1
2
)
 
= 𝑅1 
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= (
𝛿𝑣𝑗 + 𝛿𝑣𝑗−1
𝑙𝑗
) +
𝜂
𝑗−
1
2
2
(𝑣
𝑗−
1
2
𝑛 +
𝛿𝑣𝑗 + 𝛿𝑣𝑗−1
2
)
−
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑡𝑛2𝑢
𝑗−
1
2
𝑛 (
𝛿𝑢𝑗 + 𝛿𝑢𝑗−1
2
)
 
−
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑡𝑛(
𝛿𝑢𝑗 + 𝛿𝑢𝑗−1
2
)
 
2
+
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑡𝑛𝑓
𝑗−
1
2
𝑛 (
𝛿𝑣𝑗 + 𝛿𝑣𝑗−1
2
) +
3
2 cos𝜃𝑠
𝑡𝑛𝑣
𝑗−
1
2
𝑛 (
𝛿𝑓𝑗 + 𝛿𝑓𝑗−1
2
)
+
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑡𝑛 (
𝛿𝑓𝑗 + 𝛿𝑓𝑗−1
2
)(
𝛿𝑣𝑗 + 𝛿𝑣𝑗−1
2
)
−
25
16
𝑀𝑡𝑛(
𝛿𝑢𝑗 + 𝛿𝑢𝑗−1
2
) +
2
3
𝛼𝑡𝑛(
𝛿𝑠𝑗 + 𝛿𝑠𝑗−1
2
) − 2
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
(
𝛿𝑢𝑗 + 𝛿𝑢𝑗−1
2
)
   
 
= −
𝑣𝑗
𝑛 − 𝑣𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
−
𝜂
𝑗−
1
2
2
(𝑣
𝑗−
1
2
𝑛 )
−
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑡𝑛 (1 − (𝑢
𝑗−
1
2
𝑛 )
2
+ 𝑓
𝑗−
1
2
𝑛 𝑣
𝑗−
1
2
𝑛 )
−
25
16
𝑀𝑡𝑛 (1 − 𝑣
𝑗−
1
2
𝑛 ) −
2
3
𝛼𝑡𝑛𝑠
𝑗−
1
2
𝑛 + 2
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑢
𝑗−
1
2
𝑛
+ 𝑅1 
5.  
(
𝑞𝑗
𝑛 − 𝑞𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) + (
𝛿𝑞𝑗 + 𝛿𝑞𝑗−1
𝑙𝑗
) +
𝑃𝑟
2
𝜂
𝑗−
1
2
(𝑞
𝑗−
1
2
𝑛 +
𝛿𝑞𝑗 + 𝛿𝑞𝑗−1
2
)
+ 𝑃𝑟𝑡𝑛 (𝑓
𝑗−
1
2
𝑛 +
𝛿𝑓𝑗 + 𝛿𝑓𝑗−1
2
)(𝑞
𝑗−
1
2
𝑛
+
𝛿𝑞𝑗 + 𝛿𝑞𝑗−1
2
)
− 2
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
(𝑠
𝑗−
1
2
𝑛 +
𝛿𝑠𝑗 + 𝛿𝑠𝑗−1
2
)
 
= 𝑅2 
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= (
𝛿𝑞𝑗 + 𝛿𝑞𝑗−1
𝑙𝑗
) +
𝑃𝑟
2
𝜂
𝑗−
1
2
+ (
𝛿𝑞𝑗 + 𝛿𝑞𝑗−1
2
) 
+𝑃𝑟𝑡𝑛𝑓
𝑗−
1
2
𝑛 (
𝛿𝑞𝑗 + 𝛿𝑞𝑗−1
2
) + 𝑃𝑟𝑡𝑛𝑞
𝑗−
1
2
𝑛 (
𝛿𝑓𝑗 + 𝛿𝑓𝑗−1
2
) 
+𝑃𝑟𝑡𝑛 (
𝛿𝑓𝑗 + 𝛿𝑓𝑗−1
2
)(
𝛿𝑞𝑗 + 𝛿𝑞𝑗−1
2
)
− 2
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
(
𝛿𝑠𝑗 + 𝛿𝑠𝑗−1
2
)
 
 
= −(
𝑞𝑗
𝑛 − 𝑞𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) −
𝑃𝑟
2
𝜂
𝑗−
1
2
𝑞
𝑗−
1
2
𝑛 − 𝑃𝑟𝑡𝑛(𝑓
𝑗−
1
2
𝑛 𝑞
𝑗−
1
2
𝑛 ) + 2
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑠
𝑗−
1
2
𝑛
+ 𝑅2  
 
dengan 
𝑅1 = −(
𝑣𝑗
𝑛 − 𝑣𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) −
𝜂
𝑗−
1
2
2
𝑣
𝑗−
1
2
𝑛−1 
−
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑡𝑛 (1 − (𝑢
𝑗−
1
2
𝑛−1)
2
+ 𝑓
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑣
𝑗−
1
2
𝑛−1)
−
25
16
𝑀𝑡𝑛−1 (1 − 𝑢
𝑗−
1
2
𝑛−1) 
−
2
3
𝛼𝑡𝑛−1𝑠
𝑗−
1
2
𝑛−1 − 2
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑢
𝑗−
1
2
𝑛−1 
 
𝑅2 = −(
𝑞𝑗
𝑛−1 − 𝑞𝑗−1
𝑛−1
𝑙𝑗
) − 𝑃𝑟
𝜂
𝑗−
1
2
𝑛−1
2
𝑞
𝑗−
1
2
𝑛−1 
−
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑃𝑟𝑡𝑛−1(𝑓
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑞
𝑗−
1
2
𝑛−1) − 2
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑠
𝑗−
1
2
𝑛−1 
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Untuk large time 
1. 
1
𝑙𝑗
(𝐹𝑗
𝑛 − 𝐹𝑗−1
𝑛 ) +
1
𝑙𝑗
(𝛿𝐹𝑗 − 𝛿𝐹𝑗−1) =
1
2
(𝑈𝑗
𝑛 + 𝑈𝑗−1
𝑛 ) +
1
2
(𝛿𝑈𝑗 + 𝛿𝑈𝑗−1) 
(𝛿𝐹𝑗 − 𝛿𝐹𝑗−1) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑈𝑗 + 𝛿𝑈𝑗−1) = −(𝐹𝑗
𝑛 − 𝐹𝑗−1
𝑛 ) +
𝑙𝑗
2
(𝑈𝑗
𝑛 + 𝑈𝑗−1
𝑛 ) 
2.  
1
𝑙𝑗
(𝑈𝑗
𝑛 − 𝑈𝑗−1
𝑛 ) +
1
𝑙𝑗
(𝛿𝑈𝑗 − 𝛿𝑈𝑗−1) =
1
2
(𝑉𝑗
𝑛 + 𝑉𝑗−1
𝑛 ) +
1
2
(𝛿𝑉𝑗 + 𝛿𝑉𝑗−1) 
(𝛿𝑈𝑗 − 𝛿𝑈𝑗−1) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑉𝑗 + 𝛿𝑉𝑗−1) = −(𝑈𝑗
𝑛 − 𝑈𝑗−1
𝑛 ) +
𝑙𝑗
2
(𝑉𝑗
𝑛 + 𝑉𝑗−1
𝑛 ) 
3.  
1
𝑙𝑗
(𝑆𝑗
𝑛 − 𝑆𝑗−1
𝑛 ) +
1
𝑙𝑗
(𝛿𝑄𝑗 − 𝛿𝑄𝑗−1) =
1
2
(𝑆𝑗
𝑛 + 𝑆𝑗−1
𝑛 ) +
1
2
(𝛿𝑄𝑗 + 𝛿𝑄𝑗−1) 
(𝛿𝑆𝑗 − 𝛿𝑆𝑗−1) −
𝑙𝑗
2
(𝛿𝑄𝑗 + 𝛿𝑄𝑗−1) = −(𝑆𝑗
𝑛 − 𝑆𝑗−1
𝑛 ) +
𝑙𝑗
2
(𝑄𝑗
𝑛 + 𝑄𝑗−1
𝑛 ) 
 
4.  
(
𝑉𝑗
𝑛 − 𝑉𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) + (
𝛿𝑉𝑗 − 𝛿𝑉𝑗−1
𝑙𝑗
)
+
3
2 cos 𝜃𝑠
(1 − (𝑈
𝑗−
1
2
𝑛 +
𝛿𝑈𝑗 − 𝛿𝑈𝑗−1
2
)
 
2
+ (𝐹
𝑗−
1
2
𝑛 +
𝛿𝐹𝑗 − 𝛿𝐹𝑗−1
2
) (𝑉
𝑗−
1
2
𝑛 +
𝛿𝑉𝑗 − 𝛿𝑉𝑗−1
2
)) 
+
25
16
𝑀 (1 − 𝑈
𝑗−
1
2
𝑛 +
𝛿𝑈𝑗 − 𝛿𝑈𝑗−1
2
) +
2
3
𝛼(𝑆
𝑗−
1
2
𝑛 +
𝛿𝑆𝑗 + 𝛿𝑆𝑗−1
2
)
 
− 2
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
(𝑈
𝑗−
1
2
𝑛 +
𝛿𝑈𝑗 − 𝛿𝑈𝑗−1
2
)
 
= 𝑅1 
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= (
𝛿𝑉𝑗 − 𝛿𝑉𝑗−1
𝑙𝑗
) −
3
2 cos 𝜃𝑠
2𝑈
𝑗−
1
2
𝑛 (
𝛿𝑈𝑗 − 𝛿𝑈𝑗−1
2
)
 
−
3
2 cos 𝜃𝑠
(
𝛿𝑈𝑗 − 𝛿𝑈𝑗−1
2
)
 
2
+
3
2 cos 𝜃𝑠
𝐹
𝑗−
1
2
𝑛 (
𝛿𝑉𝑗 − 𝛿𝑉𝑗−1
2
)
+
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑉
𝑗−
1
2
𝑛 (
𝛿𝐹𝑗 − 𝛿𝐹𝑗−1
2
)
+
3
2 cos 𝜃𝑠
(
𝛿𝐹𝑗 − 𝛿𝐹𝑗−1
2
)(
𝛿𝑉𝑗 − 𝛿𝑉𝑗−1
2
)
−
25
16
𝑀(
𝛿𝑈𝑗 − 𝛿𝑈𝑗−1
2
)
 
+
2
3
𝛼(
𝛿𝑆𝑗 + 𝛿𝑆𝑗−1
2
) − 2
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
(
𝛿𝑈𝑗 − 𝛿𝑈𝑗−1
2
)
  
 
= −
𝑉𝑗
𝑛 − 𝑉𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
−
3
2 cos 𝜃𝑠
(1 − (𝑈
𝑗−
1
2
𝑛 )
2
+ 𝐹
𝑗−
1
2
𝑛 𝑉
𝑗−
1
2
𝑛 ) 
−
25
16
𝑀 (1 − 𝑈
𝑗−
1
2
𝑛 ) −
2
3
𝛼𝑆
𝑗−
1
2
𝑛 + 2
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑈
𝑗−
1
2
𝑛 + 𝑅1 
 
5. 
(
𝑄𝑗
𝑛 − 𝑄𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) + (
𝛿𝑄𝑗 − 𝛿𝑄𝑗−1
𝑙𝑗
)
+ 𝑃𝑟 (𝐹
𝑗−
1
2
𝑛 +
𝛿𝐹𝑗 + 𝛿𝐹𝑗−1
2
)(𝑄
𝑗−
1
2
𝑛
+
𝛿𝑄𝑗 + 𝛿𝑄𝑗−1
2
)
− 2
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
(𝑆
𝑗−
1
2
𝑛 +
𝛿𝑆𝑗 + 𝛿𝑆𝑗−1
2
)
 
= 𝑅2 
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= (
𝛿𝑄𝑗 − 𝛿𝑄𝑗−1
𝑙𝑗
) + (
𝛿𝑄𝑗 + 𝛿𝑄𝑗−1
2
) + 𝑃𝑟𝐹
𝑗−
1
2
𝑛 (
𝛿𝑄𝑗 + 𝛿𝑄𝑗−1
2
)
+ 𝑃𝑟𝑄
𝑗−
1
2
𝑛 (
𝛿𝐹𝑗 + 𝛿𝐹𝑗−1
2
)
+ 𝑃𝑟 (
𝛿𝐹𝑗 + 𝛿𝐹𝑗−1
2
)(
𝛿𝑄𝑗 + 𝛿𝑄𝑗−1
2
)
− 2
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
(
𝛿𝑆𝑗 + 𝛿𝑆𝑗−1
2
)
 
 
= −(
𝑄𝑗
𝑛 − 𝑄𝑗−1
𝑛
𝑙𝑗
) − 𝑃𝑟 (𝐹
𝑗−
1
2
𝑛 𝑄
𝑗−
1
2
𝑛 ) + 2
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑆
𝑗−
1
2
𝑛 + 𝑅2 
Dengan 
𝑅1 = −(
𝑉𝑗
𝑛−1 − 𝑉𝑗−1
𝑛−1
𝑙𝑗
) −
3
2 cos 𝜃𝑠
(1 − (𝑈
𝑗−
1
2
𝑛−1)
2
+ 𝐹
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑉
𝑗−
1
2
𝑛−1) 
−
25
16
𝑀 (1 − 𝑈
𝑗−
1
2
𝑛−1) −
2
3
𝛼𝑆
𝑗−
1
2
𝑛−1 − 2
𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑈
𝑗−
1
2
𝑛−1 
 
𝑅2 = −(
𝑄𝑗
𝑛−1 − 𝑄𝑗−1
𝑛−1
𝑙𝑗
) −
3
2 cos 𝜃𝑠
𝑃𝑟𝐹
𝑗−
1
2
𝑛−1𝑄
𝑗−
1
2
𝑛−1
− 2
𝑃𝑟𝑡𝑛−
1
2
𝑘𝑛
𝑆
𝑗−
1
2
𝑛−1 
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